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前言

本书在数学内容上没有丝毫的创新，不过就是综合了十来本微积分的
教材和科普书，找了一个逻辑上看起来更容易接受一点的体系来呈现前人
完全已经知道的数学知识。
不过，本书最大的特点是，企图帮助学习者在学习任何一个具体数学知

识的时候有一定的方向感，知道这个具体知识在整个微积分知识结构中的
地位，以及通过学习这些具体数学知识体会到微积分是一个什么样的学科。
同时，我们主张在有方向感和透过细节看到整体的前提下，所需要学习的数
学知识越少越好。
为什么要有这样一本书，核心理念是什么，怎么用这本书。通过学习最

少的具体知识，领会到什么是微积分，学会像微积分专家一样来思考，来创
造性地运用微积分。大图景和具体知识交互学习，使得学习有方向。强调典
型思维方式和分析方法。强调当时所面对的问题。强调知识的系统性。上下
贯通，从具体问题到学科概念，到分析方法，到思维方式，到一般性人类思
维以及教和学的方法。可以看做是“人类知识高速公路上以高层知识生成器
为目标的理解型学习”[1] 的例子，就好像另一套数学物理系统科学的精简
教材《系统科学导引》[2] 一样。
从直觉和（理论的或者现实世界需求的）问题出发，发展和掌握严密的

逻辑和概念的体系，强调学科大图景，用最简单的例子来帮助熟悉和内化这
个知识体系。
具体内容后续还会修订。整体思路和大纲基本如此。
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第一章 世界需要微积分

在这一章里，我们通过非常不准确地回顾微积分发展的历史，尤其是我
们要假装地并且是蜻蜓点水式地重新提出和解决其发展过程中的各个问题，
来体会一下为什么世界需要微积分。

1.1 微积分是描述累积量和变化率这个关系的语言

微积分是描述累积量和变化率这个关系的语言，以及符合这个关系的
一对或者多对量的语言。例如速度的时间累积是位移，力的空间累积是功
（其实势能更准确），以及反过来，位移的时间变化率是速度，功（更准确地，
势能）的空间变化率是力。

以后为了简单计，我们称累积量和变化率这对关系为积分-微分关系，或
者更加符合微积分的语言习惯，称为微分-积分关系。

1.2 微积分是对微分-积分关系做逻辑运算的语言

发现了微分-积分关系了又怎么样呢？我们需要对微分-积分关系做逻辑
推理，来得到一些基于这个关系能够得到的结果。这个时候，微积分的计算
就是这个推理过程的语言。

Newton 的力学方程和微积分。

1.3 微积分如何开展研究和计算——无穷小

严密的逻辑体系，用最少的基本假设和基本概念构建整个概念大厦。

操作表达式。把一个对象，例如线段、面积，分下去，得到直到无穷小
的极限下才正确的表达式（例如微分和积分的定义），回到有限大小仍然正
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确的表达式（例如微分中值定理、积分中值定理），再合起来。

Maxwell 和 Maxwell 方程的对称性。
δ 函数和 Green 函数。
微积分概念体系自己的逻辑基础，极限，或者说无穷小。无穷小不是零，

是一个过程，当然过程的最后结果，也就是在极限下等于零。从极限到连续，
从连续到可导，导函数和原函数（不定积分），从极限到定积分，从定积分
到不定积分。

1.4 需要微积分的其他典型场景

函数的级数展开，或者说级数近似，例如，Taylor级数、三角级数（Fourier
级数）。从级数展开可以拓展到更一般的函数的基函数展开，例如函数的多
项式展开、三角级数展开、Fourier 变换。从初等函数过渡到高等函数。
曲线下面积的 Newton 方法，多项式展开（Taylor 展开）。三角函数和

信号传播、信号产生、频率空间。

求面积、求切线斜率，求累积量，求变化率。

把看起来不是微积分的问题变成微积分的问题，核心是发现微分-积分
关系，例如把数论问题变成微积分的问题，把群论问题变成代数问题（李群
到李代数）。

1.5 微积分发展线路图

从哪里走来，走到了哪里，要到哪里去？

从实数域上的极限，到实数域上的导数、微分和积分，到欧式空间（Rn）
上的导数、微分和积分，到任意流形上的导数、微分和积分。更容易识别和
计算更多的微分-积分关系，无论在纯数学中，还是科学中。

1.6 需要学会的概念和计算

前面已经提到本书的写作思想是：从直觉和（理论的或者现实世界需求
的）问题出发，发展和掌握严密的逻辑和概念的体系，强调学科大图景，用最
简单的例子来帮助熟悉和内化这个知识体系。于是，我们只用下面这些具体
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图 1.1: 微积分主要研究什么问题，如何研究，为世界和其他学科解决哪些
问题？其自身的理论基础是什么，未来走向哪里？从微积分的学习和使用还
可以促进更好地体会数学的哪些方面？
可以再调整一下布局，美观一点
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计算当例子：ex, xn, sin (x), cos (x)的积分和导数，函数展开为 xn, sin (x), cos (x)

的技术表示，可以展开为 xn, sin (x), cos (x) 的函数的极值、积分和导数。

学会计算不是目的，计算是为了促进学习从而实现从理解到达内化的
手段。

1.7 本章小结

在这一章里面，我们非常粗略地介绍了微积分主要研究什么问题，怎么
研究，从哪里来到哪里去，现在怎样。我们把这些叫做一个学科的大图景：
典型研究对象、典型研究问题、典型思维方式、典型分析方法、和世界以及
其他学科的关系。在这里，我们把大图景放到教给你具体知识之前。

我们这样做是非常危险和困难的，因为你还没有真的学习过微积分，不
可能对上面这些微积分的学科大图景产生比较好的理性的和直觉的认知。可
是，这是非常有必要的。这会使得我们的学习有方向感不迷失，提升学动机，
甚至做创造体验式学习，也就是一边提出和面对挑战，一边假装着创造尽管
前人已经创造出来过的知识，而达到主动学习的目标，从而将来更容易把学
到的知识做创造性使用或者用于创造新知识。有的时候，学习数学容易变成
跟着教材一步步地走，不知道走向哪里，直到有一天看到整体从而幡然醒悟
之前为什么这样学为什么学这些，或者直到看不到整体，不能醒悟也能忍受
而放弃。

这就好像你去一个地区旅游，你不希望你仅仅是做无脑随机行走或者
无脑跟着导游走，而是你希望提前能够看到一张地图，或者有人给你介绍一
下概貌，接着在爬山的过程中不断地加深对这个整体地图的认知。在学习
上，这就是尽量学之前就有一个概貌，学习过程中不断地丰富和深化这个概
貌，并且冲着这个概貌去学习，去提出和面对问题创造知识来学习。这样的
学习能够做到“教的更少，学的更少，学得更多”，通过学习（或者说假装
着创造）最少量的最核心的具体知识领会到这个学科的大图景。这样的学习
被称为“人类知识高速公路上以高层知识生成器为目标的理解型学习”[1]。
注意，我们已经知道了将来微积分要能够处理累积量-变化率这对关系，

以及由这对关系所描述的两个量，甚至若干对联合在一起的这样的关系所
描述的多个量。我们也已经知道这样的关系的例子，例如曲线形状和曲线在
某点的切线的斜率，例如速度和位移，例如力和功。我们下一步的任务是构
建出来这样的知识体系，尽可能从最少的假设也就是公理和定义出发。警
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图 1.2: 微积分包含哪些主要公理、定义和定理，它们之间于什么关系，这
些定义和定理分别解决了微积分学科大图景中的哪些主要问题？
可以再调整一下布局，美观一点

告，历史上，这是一次对数学的挑战，或者说数学危机——有微分和积分但
是没有相应的基础概念来清楚地定义微分和积分。

这是这个微积分知识体系的结构图，或者称为微积分学科概念网络。下
面，我们来一起把这个知识体系构建起来。

1.8 推荐阅读材料

本章以及全书的写作参考了 Strogatz的《Infinite Powers: How Calculus
Reveals the Secrets of the Universe》[3]，Gowers的《牛津通识读本：数学》
[4]，张筑生的《数学分析新讲》第一册 [5]，Morris的《Mathematical thought
from ancient to modern times》[6] 和《Calculus: An Intuitive and Physical
Approach》[7]，Spivak 的《Calculus》[8], [9]，Apostol 的《Calculus, Vol.
1: One-Variable Calculus, with an Introduction to Linear Algebra》，陶哲
轩的《Analysis I》[10] 和《Analysis II》[11]，以及 Rudin 的《Principles of
Mathematical Analysis》[12]。
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本书在内容选取和呈现的原则上，参考了 Whitehead 的《Aims of Ed-
ucation》[13] 和吴金闪的《教的更少，学的更多》[1]。
其中以下基本推荐大家现在就可以去阅读一下：Strogatz 的《Infinite

Powers: How Calculus Reveals the Secrets of the Universe》[3]，Gowers的
《牛津通识读本：数学》[4]，张筑生的《数学分析新讲》第一册 [5]，Whitehead
的《Aims of Education》[13]，以及吴金闪的《教的更少，学的更多》[1]。

1.9 作业

习题 1.1 阅读Gowers的《牛津通识读本：数学》[4]，并做读书报告，回答：
说了什么，怎么说的，为什么这样说为什么说这个，我觉得怎么样也就是对
我有什么意义。

习题 1.2 阅读 Strogatz 的《Infinite Powers: How Calculus Reveals the Se-
crets of the Universe》[3]，并做读书报告，回答：说了什么，怎么说的，为
什么这样说为什么说这个，我觉得怎么样也就是对我有什么意义。

习题 1.3 阅读吴金闪的《教的更少，学得更多》[1]，学会制作概念地图，并
做读书报告。读书报告要求概念地图和文字相结合，回答：说了什么，怎么
说的，为什么这样说为什么说这个，我觉得怎么样也就是对我有什么意义。

习题 1.4 建议你在完成作业习题 1.3 之后，把上面的作业习题 1.1 和作业习
题 1.2 重新完成一次，按照概念地图和文字结合的方式。对比一下前后两次
的作业。



第二章 实数

在这一章里，我们来定义实数。我们会考虑到实数需要什么性质，目前
能够清楚定义哪些性质，目前暂时接受将来再搞清楚哪些性质。

有界必有确界。

Couchy 收敛性。

2.1 集合论

补充一点点集合论。集合、映射、子集、交集、并集、开集、闭集、卡
氏积、关系、定价关系和等价类。

反证法和集合论。

定理、逆定理、否定理、逆否定理和集合论。

映射。

演绎证明，三段论和集合论。三段论：集合 A 中任意元素都具有性质
P，记做 ∀α ∈ A, P (α) = 1，a ∈ A，则 P (a) = 1。假设 P (a) , 1, a ∈ A，于是
A 中存在元素 a 使得 P (a) = 1 不成立，和 A 的第一条性质矛盾。

理发师师悖论，说谎者悖论，所有几何的集合，集合论的问题和公理化
定义，数学危机。可能觉得问题在于有些集合把自己当成了元素，说那咱们
约定不允许这样的集合成为数学对象？弗雷格（Frege）的由所有不包含自
己的集合构成的集合，记为 X，成为 Frege 集合。

我们来看是否 X ∈ X。如果 X 不包含在 X 之中，则元素 X 满足 Frege
集合的定义，于是元素 X 应该包含在集合 X 之中。如果 X 包含在 X 之中，
则元素 X 不满足 Frege 集合的定义，于是元素 X 不应该包含在集合 X 之
中。无论哪个答案，我们都得到了自相矛盾的结果。

那问题在于确定性？也就是，任意一个元素 x 和任意一个集合，我们只
有以下两种关系存在，x ∈ A 和 x < A？是不是，其实，还应该允许，我们不
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20 第二章 实数

能判断 x ∈ A 还是 x ∈ A 和 x < A 呢？
集合的公理化定义

2.2 从集合论到整数

Φ, {Φ} , {Φ, {Φ}} , {Φ, {Φ} , {Φ, {Φ}}} · · ·
数学归纳法，集合论，整数的定义。数学归纳法是演绎。

2.2.1 自然数的构造式定义

2.2.2 自然数的公理化定义

2.3 实数的构造定式义：从整数到实数

实数和数轴的一一对应。

2.4 实数是个过程以及极限的朴素思想

2.5 实数的公理化定义和数学危机

2.6 有界集合有确界

2.7 函数和函数的曲线

2.8 推荐阅读材料

2.9 作业

2.10 本章小结



第三章 极限

为了定义导数，我们需要无穷小，一个很神奇的等于零又不等于零的东
西（过程、数）。数学危机及其解决。1 − an，an = 0.99 · 9︸  ︷︷  ︸

n

。

3.1 极限的思想

π 的估计，总花费、购买数量和价格的关系，延拓到购买数量为零的时

候（ p∆q
∆q ），瞬时速度，无限循环小数，

√
6 +
√

6 +
√

6 + · · ·，Zeno“Achilles
和乌龟”佯谬

3.2 序列和序列的极限

自然语言和 ϵ − N 语言。

3.3 无穷小

3.4 Cauchy 序列和收敛序列

3.5 区间套定理

3.6 函数的极限和连续性

联系函数（映射）、连续函数介值定理

自然语言和 ϵ − δ 语言。

21



22 第三章 极限

3.7 推荐阅读材料

3.8 作业

求一些序列极限，求几个极限的四则运算，判断几个函数是否连续

3.9 本章小结



第四章 导数

有了函数的极限，我们来定义导数，以及做一些简单计算。

4.1 导数的直觉含义

变化率，切线斜率，Zeno 飞矢不动佯谬和瞬时速度

4.2 导数的定义

导数的定义和几个典型初等函数的导数的计算。可导函数的条件。处处
连续处处不可导的函数。光滑性的定义。

4.3 高阶导数的定义

对前一阶导函数再求导数。无穷小领域内的 Taylor级数，o(∆x)和 O(∆x)

的定义。

4.4 函数极值点的导数

可导函数、连续函数，在某点取到极值的条件。

4.5 不定积分

原函数（不定积分）和导函数。差一个常数的函数等价类。

23



24 第四章 导数

4.6 Lagrangian 微分中值定理

无穷小形式和有限大小形式

4.7 不定积分的解析计算系统

介绍几个积分符号计算系统的基本原理

4.8 微分和微商

线性主部，一元函数中微商和导数为什么是同一个东西。为什么仅保留
一个函数的线性主部就足以回来得到原函数？

dx 和 ∆x 的联系和区别。

4.9 推荐阅读材料

画个概念地图，做几个简单导数的计算，几个简单不定积分的计算

4.10 作业

4.11 本章小结



第五章 定积分

通过极限定义定积分，把定积分的计算变成不定积分的计算，

5.1 积分的思想

Archimedes 算曲线下面积，祖冲之算圆的面积，Newton 算一次、二次
曲线面积。天生结合极限和无限细分（微分）的思想。

5.2 定积分的定义

定积分的定义和几个典型初等函数的定积分的计算。

5.3 定积分的数值计算

算出来结果，试着和不定积分原函数对比一下

5.4 Newton-Leibniz 定积分-不定积分关系

定积分化成不定积分来计算，不定积分通过看做导数求逆来计算。

不定积分看做积分上线为变量的定积分。
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26 第五章 定积分

5.5 积分中值定理

5.6 推荐阅读材料

画个概念地图，做几个简单导数的计算，几个简单定积分的数值和解析
计算

5.7 作业

5.8 本章小结



第六章 三角级数

6.1 多项式展开的思想

Tylor 级数，Newton 运用 Tylor 级数计算积分求曲线下面积。
从多项式展开到三角函数展开，以及更一般的基函数展开

6.2 三角函数的积分微分和正交性

6.3 函数的三角函数级数展开

6.4 函数的 Fourier 级数展开

6.5 函数的 Fourier 变换

6.6 推荐阅读材料

画个概念地图，做几个简单导数的计算，几个简单定积分的数值和解析
计算

6.7 作业

6.8 本章小结
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第七章 简单微分方程

微分-积分关系的直接计算——求导或者求积分，一阶微分方程——只
包含原函数和导函数的方程——的求解，高阶常系数齐次微分方程的求解。

7.1 为什么会有微分方程

局域性：变化导致的效果在时间和空间上的邻域内发生。那么，是否有
突破局域性的现象呢？例如，这里有个变化，会“直接”（而不是通过不断
地空间上的邻域相传）造成一个“遥远的不相邻的”地方的由于那个改变带
来的效果呢？或者一个时间点的变化，会“直接”（而不是通过不断地时间
上的邻域相传）造成一个“遥远的不相邻的”时间点的由于那个改变带来的
效果呢？

前者还真的有，例如量子纠缠态。那还能用微分方程描述吗？对于量子
纠缠态，我们发现，只要从整体系统的角度来看，其仍然具有局域性，仍然
可以用微分方程来描述。这个看起来的对局域性的破坏，只有把纠缠态的整
体系统分开为若干个子系统来看（测量）的时候才会出现。因此，我们只要
保证每次我们都在整体系统的层面来对我们的研究对象做观测和计算，就
行了。

但是，问题来了，对于实际系统，我们怎么知道我们是否真的做到了把
所有的纠缠在一起的子系统都放大到我们的整体系统之中了呢？因此，如何
才能保证局域性，实际上还是一个问题。

当然，没准人们有发明出来可以处理非局域的现象的数学。但是，现在，
我们只关注处理局域现象的数学，也就是微积分。
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30 第七章 简单微分方程

7.2 微分方程的定义

方程、初始条件、边条件

7.3 一阶可分离变量的微分方程

7.4 二阶常系数齐次微分方程

7.5 高阶系数齐次微分方程

7.6 微分方程数值求解

Euler 方法，Runge-Kutta 方法。

7.7 推荐阅读材料

画个概念地图，求解几个简单的微分方程的数值和解析解。

7.8 作业

7.9 本章小结



结束语

整本书到此结束。本书在内容选择甚至具体内容的展开上都和大多数
书不太一样。希望这个企图做到不一样的努力能够对于学习者的学习和理
解有点效果（make a difference）。
内容上贯穿全书的是从什么是微积分——关于微分和积分关系的语言。
谢谢你作为学习者付出的时间和努力，希望你喜欢这个深入思考的过

程。
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