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前言

本书是《小学数学这样学》[1] 的后续篇，也是“人类知识高速公路上
以高层知识生成器为目标的理解型学习”（简称“理解型学习”[2]）应用于
具体学科的另一个例子。在这里我们把中学，包含初级中学和高级中学，的

数学知识做了梳理，用新的方式做了反映数学学科大图景的呈现。一个学

科的学科大图景指的这个学科的典型研究对象、典型研究问题、典型思维

方式、典型分析方法。以及这个学科和世界以及其他学科的关系。在这个新

的呈现里面，我们强调了学习是为了创造知识、创造性地使用知识，以及欣

赏知识的创造和创造性使用，并且企图通过理解型学习来通过具体知识的

学科之中体会好数学学科大图景，从而达成上面的学习的目的。

我们来补充一点点关于理解型学习的知识。在这个学习方法之中，最

重要概念是知识的 1` 5 个层次：第零层前知识，经验和体验；第一层，事
实性程序性知识；第二层，学科概念知识；第三层，学科大图景知识；第四

层，一般性人类思维；第五层，教和习的方法。在学习三角形之前就看过摸

过三角形，在学习加法之前就在生活中把两堆东西和起来数过，这成为经验

和体验。乘法口诀、三角函数公式、题型和解题步骤口诀属于第一层知识。

乘法是重复加法的简便记号、三角形是三条线段首尾相连构成的封闭图形、

三角函数的定义以及各个三角函数之间的关系属于第二层知识。数学是思

维的语言，加法来自于对“合起来数一数”的抽象，数来自于对“数 + 量
+ 物”的模式的抽象，每个题型及其解题步骤的梳理总结的过程（提出或
者被提出问题；找到这个问题中的对象，识别对象之间的关系，把关系转变

成数学表达式，把所要解决的问题变成数学问题；求解问题；检验答案；进

一步推广到一类问题。有的时候也被称为数学建模五步，或者简称数学五

步 [1]）属于第三层知识。例如从加法（和起来数一数，从经验和体验到学
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科概念）和乘法（重复的加法，为了更加简便的语言和记号）的概念的定义

方式体会到抽象这个思维方式在数学中的重要性，体会到概念之间的联系，

体会到不同层次知识之间的联系，进一步看到系联性思考，从证明中体会

到批判性思维（在数学上，任何公理以外的命题必须经过我自己的严格证

明，才能被我接受），进而把抽象、系联性思考、批判性思维迁移到其他学

科的知识的理解和创造之中，属于第四层知识。通过知识之间的联系从而

实现上下左右贯通来学习，通过具体知识的学习体会到学科大图景，以及

从是否能够把学科大图景体现好的角度来看每一个具体知识的学习，是有

关“理解型学习”这个教和习的方法的知识（甚至，从这样通过具体数学知

识的学习体会到理解型学习，从理解型学习的角度来设计具体数学知识的

学习，也是理解型学习的例子），属于第五层知识。

更进一步，我们把这样的通过不同层知识之间的关系来学习和思考，也

就是从对相对低层知识的总结提炼中学习、体会甚至创造相对高层知识，从

相对高层知识来指导相对低层知识的学习、理解和创造，称为上下贯通；我

们把通过同一层知识之间的联系来理解好这一层知识，以及把来自于一个

领域的高层知识用于学习着解决或者创造着解决另一个领域的问题称为左

右贯通。我们可以借助概念地图（概念和概念通过连词相连，例如“加法–
是–合起来数一数”、“合起来数一数–基于–数”、“合起来数一数–基于–数
数”、“数–来自于–对‘数 + 量 + 物’这个模式的抽象–体现了–抽象”）来
呈现和运用上下左右贯通。各个学科的概念地图的总和被称为人类知识高

速公路。正是由于第三层和第四层知识具有帮助解决本领域或者其他领域

问题，创造知识的能力，我们把它们称为高层知识生成器。

因此，知识的层次中的第三、四、五层知识，也就是高层知识生成器；

人类知识高速公路，也就是各个学科的概念地图的总和；上下左右贯通，也

就是从低层知识中总结体会到高层知识，从高层知识来看低层知识，运用

高层知识来学习着或者创造着解决本领域或者其他领域的问题从而学习或

者创造知识，是理解型学习最重要的核心概念和理念。更多信息可参见吴

金闪的《教的更少，学得更多》[2]。

因此，本书的第二个目的就是用理解型学习来帮助学习者学科中学数

学，从而也学会理解型学习，进而用理解型学习来学习其他学科，以及给创

造和创造性使用各个学科的知识做好准备。
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在这样的一个定位和写作意图的过程中，我们设想的直接的读者是教

师、家长和教育管理者。希望这些读者能够从本书所选择的教什么、怎么教

之中体会到理解型学习，进而来开展理解型学习指导下的课程教学、课程

设计和考察方式。但是，为了达到这个目的，我们希望能够通过“做中学、

创造中学”来帮助教师、家长和教育管理者，也就是从看如何把理解型学习

的理念和工具用于实际课程的设计来领会理解型学习，而不是理解型学习

的理念和概念的直接传达。因此，我们打算通过在理解型学习的指导下来

具体编撰这样一本中学数学教材，当例子，来帮助这些读者得到更大的收

获，而不是被说教。

另一方面，我们也希望写出来一本中学数学教材，能够帮助中学生对数

学具体知识的理解更透彻，甚至能够进一步理解到数学的学科大图景，学

会像一个数学家一样来思考，或者至少能够欣赏数学家的思考，而不是仅

仅学会了一堆算来算去的知识。这就要求我们第一、把数学材料梳理好，突

出联系，可以帮助学习者更容易更透彻地实现上下左右贯通，看到数学学

科大图景；第二、帮助学习者学会理解型学习，甚至在其中一部分知识的学

习上，设计一些问题来做“创造体验式学习”——通过“假装着”把所要学

习的知识创造出来而学会这个知识，从而更高地为将来创造知识做准备。

因此，本书的前言分成了“写给中学生们的”和“写给教师、家长和教

育管理者的”两个部分。请读者们各取所需。

写给中学生们的

上面是写给中学生们的前言。下面是写给教师、家长和教育管理者的

前言。

写给教师、家长和教育管理者的

本书所体现的数学学科大图景

前面我们提到了本书的核心思想通过“人类知识高速公路上以高层知

识生成器为目标的理解型学习”来实现“教和学的更少，学得更多”。对于
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数学学习，这里的高层知识生成器指的是第三层知识数学学科大图景和第

四层超越学科的一般性人类思维，以及教和学的方法。为了实现这个“人类

知识高速公路上以高层知识生成器为目标的理解型学习”，我们大概需要完

成以下步骤 [2]：

1. 梳理这个学科的学科大图景；

2. 选择体现这个学科大图景的核心概念、概念间关系来构建学科概念网
络；

3. 选择合适的案例来体现每个概念的提出和运用，促进对概念的理解；

4. 标注书籍、论文、项目、案例、习题等到这个学科概念网络上；

5. 结合概念网络上的分析算法（例如学习顺序算法、自适应诊断性检测
算法）来设计和开展教学实践。

这其中最关键的就是对学科大图景的梳理。那么，数学学科大图景，也

就是数学的典型研究对象、典型研究问题、典型思维方式、典型分析方法、

和世界还有其他学科的关系，到底是什么呢？我们在《小学数学这样学》[1]
中有专门的一章来展开讨论。在这里，我们把其中的主要意思复述一下。更

完整的版本请参考吴金闪的《小学数学这样学》[1]。

• 数学观

– 数学是思维的语言

– 数学是描述世界的语言，“双向”（从现实提炼数学结构，把数学
结构用于描述现实）数学建模

– 数学是研究关系和模式的学科

• 数学思维

– 抽象是数学的核心思维

– 批判性思维在数学中的地位：证明和计算是数学最重要的论证方
式
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– 表示数学结构和研究表示间的转换是的数学研究的目标和研究
方式

– 分解和综合是数学结构研究的典型方式

– 数学知识有系统：公理化体系，层次性和跨越层次的联系，不同
数学分支的融合

– 化归的思想

• 分析方法

– 数学建模五步

– 数学解题 WHWM 四问，及其嵌套合并

– 试错和分析错误是数学的重要分析方法之一

– 近似是数学重要分析方法之一

– 微积分——累积量和变化率的关系

– 无穷小和极限的概念

– 连续性及其分析方法

– 变换和不变量的思想和相应的分析方法

– 约束下求极值

• 最基础的概念（其他高级结构的基础）

– 集合和映射

– 范畴论

– 数理逻辑：什么是演绎证明，为什么能用

本书会围绕以上内容来决定教什么怎么教，在可能的情况下把数学学

科大图景体现在具体知识的学习之中，把理解型学习体现在数学的学习之

中。

其实，这个具体知识和学科大图景以及超越学科的一般性人类思维还

有教和学的方法的关系，就是系统思维 [3]：通过直接和间接联系，从个体
看到整体，从整体的角度来看个体。我们把它叫做“系联性思考”。不仅仅
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是学科学习，在面对任何系统的任何问题的时候，系联性思考——也就是

通过把这个系统在各个层次做分解和综合，看到在各个层次上各个部分之

间的联系，进而从整个系统的整体功能的角度来看其每一个部分的作用和

地位，从这个系统的每一个部分来看到这个系统的整体的功能——往往可

以给我们提出和解决问题的启发。而且，更进一步，系统科学还在此思维方

式的基础上，发展了一些分析方法，解决了一些典型问题 [3]。因此，我们
也希望通过这本书，你不仅仅学会数学，体会到数学学科大图景，学会理解

型学习，还能体会到系统思维的核心“系联性思考”，而且都是通过做中学、

创造中学，而不是通过这些高层知识的被说教，或者被强迫记住，来学习。



第零章 对小学数学的要求和复习

在我们开始中学数学的学习之前，我们希望你最好有下面的小学数学

的知识和思维的基础。如果没有这个基础，你可以先试着学下去，遇到问题

了再想办法补上，或者你也可以先去学习《小学数学这样学》[1]，然后再来
看本书。

0.1 对小学数学的要求

首先，我们希望你知道的第一、二层知识有：

1. 认识非负整数（正整数和零），会数数；

2. 会整数的加法和乘法的计算，理解整数的加法和乘法的含义；

3. 会整数的减法和除法的计算，理解整数的减法和除法的含义；

4. 整除、因数、倍数、最大公约数、最小公倍数的概念和简单计算；

5. 从非负整数通过不断的减法拓展到包含负的整数的所有整数；

6. 通过除法从整数拓展到分数，以及分数的四则运算；

7. 从分数到等价的循环小数（包含有限小数——循环位是 0，和无限循
环小数），以及小数的四则运算；

8. 平方、立方，开平方，开立方的含义和简单计算；

9. 从
?

2 不是分数，初步了解无理数（无限不循环小数）的存在性；

29
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10. 可以用十进制来表达数，通过数十进制表达来理解乘法竖式计算；

11. 整数、分数、循环小数的数轴表示；

12. 加法和乘法的运算律，以及通过运算律来给算式做变形；

13. 用字母表示数，从关注算出来的得数，到关注代表事物的数量的字母
之间的关系，以及关系对应的数学操作；

14. 等式的性质；

15. 通过等式的性质来求解一元一次方程；

16. 三角形、四边形（包含其特殊情况梯形、平行四边形、长方形、正方
形）的内角、周长、面积的定义和计算，圆的周长和面积的定义和计

算；

17. 长方体、正方体的表面积和体积的定义和计算；

18. 具有等几率基本事件（古典概型）的事件的概率的定义和简单计算；

19. 最基本的描述统计（均值、直方图）的定义和计算；

20. 把以上知识用于求解应用题，或者自己提出和解决日常生活中的问题。

但是，更加重要的是，获得这些第一二层知识的过程，或者说这些一二层知

识之间的联系及其背后的三四层知识。具体来说，

1. 从“数 + 量 + 物”经过“抽象”，也就是忽略“量”和“物”（从而
适用于任何“量”和“物”），而得到非负整数；

2. 更进一步从上面的非负整数的抽象过程，领会到数学概念、数学思维
和现实的关系——受现实启发；

3. 从“合起来数一数”到加法，从重复多次的加法到乘法，体现了数学
对重复模式的抽象：抓住重复模式的核心并给个名字；

4. 建立加法和减法，乘法和除法之间的互为逆运算的关系，进一步对比
从加法到乘法、从减法到除法的这两个逻辑关系的关系；
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5. 从加减乘除的定义、相互关系，体会到逻辑关系在数学中的核心地位，
体会到数学知识的系统性；

6. 从整个非负整数到包含负整数的所有整数、分数、小数的过程，体会
到运算的封闭性的重要性，结合出现这些运算和数的场景，体会到数

学和现实的关系——现实使得这些运算会出现，于是要求数学给这些

运算的结果一个表示；

7. 从整数和小数的加减乘除四则运算总结出来有且只有加法和乘法的四
则运算规律的过程，体会到数学知识的系统性，体会到抽象、模式发

现和总结这样的思维在数学中的重要性；

8. 从分数和循环小数的等价性的证明中体会到逻辑思维在数学中的重要
地位；

9. 从把运算封闭性运用于平方和平方根从而得到
?

2 的含义和存在性
的过程，体会到上下贯通，也就是从之前的学习中得到了运算的封闭

性，现在把运算的封闭性用于新的运算；

10. 从把运算封闭性运用于平方和平方根从而得到
?

2 的含义和存在性
的过程，结合实际场景（面积等于 2 的正方形的边长），体会到数学
和现实的关系——数学需要给现实提供描述它的数学结构；

11. 从
?

2不是分数的证明中，以及从
?

2不是分数这个事实到提出无理
数的过程中，中体会到逻辑思维在数学中的重要地位；

12. 通过可以用数的十进制来理解乘法竖式计算步骤进一步领会到数学知
识的系统性；

13. 通过数的数轴表示初步体会到数和形这些看起来不同的数学对象之间
的关系，从而更进一步体会到左右贯通——不同领域之间的知识之间

的关系；

14. 依托于从四则运算中抽象总结出来四则运算律及其字母表示的过程，
更进一步地理解抽象在数学中的重要地位；



32 第零章 对小学数学的要求和复习

15. 从用字母表示任意的数代入算式反而集中体现了算式中的运算，也就
是关系，这一点，体会到数学开始从关注数，到开始关注关系；

16. 从运用等式的性质来解一元一次方程，进一步领会到数学知识的系统
性；

17. 从几何初步进一步领会到数学知识的系统性，而且是从数的知识到形
的知识的迁移，左右贯通这个系统性；

18. 在求解数学问题过程中，不依靠题型和口诀，而是每次去做数学解题
WHWM四问：这个问题里面有哪些东西（What，有什么），这些东西
之间具有什么关系（是如何相互联系的，How），这个联系如何用数学
来表达（How），为什么它们之间有这个关系（Why），为什么这个关系
对于解决这个问题是重要的（Why），通过解决了这个问题我学习到
了什么体会到了什么，这个问题对我来说意味着什么（Meaningful）；

19. 通过把数学用于提出和解决实际生活中的问题，以及前面提到的这些
数学概念和数学思维的提出和发展的过程，领会到数学建模五步：提

出有关实际对象的问题，把问题转化为数学问题，求解数学问题，通

过实验或者实践来检验得到的答案，对问题、答案、解答、这个过程

中的分析方法思维方式做总结提炼然后尝试系统化和推广；

20. 从以上的证明、抽象、解决实际问题等过程中体会到数学是思维的语
言，数学是描述世界的语言。

如果更进一步，你已经掌握了用包含字母的算式来表示运算律，并且

还能够从以下几条基本的运算律“加法结合律、加法交换律、乘法结合律、

乘法交换律、乘法对加法的左侧分配律（乘法在左，加法在右）”推导出来

（也知道推导是什么意思，也就是依靠定义和更加基本的已经知道是正确的

命题，加上逻辑，来得到新的命题）更多的运算律，例如乘法对加法的右侧

分配律，见例 0.1，那就更好了。如果你还进一步掌握了集合的概念，明白
了实际上证明的过程依靠的是逻辑学当中的叫做演绎逻辑的东西，而这个

东西的背后是集合那就更更好了。不过，这些知识——包括前面的列表中

的一二层和三四层知识，以及这里的字母表示数和算式、带字母的算式表
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示运算律、从定义到基本运算律、从基本运算律到导出运算律（以及背后的

知识的系统性）、演绎逻辑用于证明数学命题、演绎逻辑和集合的关系、集

合我们都会在本章以及本书后续章节中再一次学习。

例 0.1 (乘法对加法的右侧分配律). 已知加法结合律、加法交换律、乘法结
合律、乘法交换律、乘法对加法的左侧分配律，证明乘法对加法的右侧分配

律 pa` bq ˆ c “ aˆ c` bˆ c。

证明.

pa` bq ˆ c “ cˆ pa` bq（乘法交换律）

“ cˆ a` cˆ b（乘法对加法的左侧分配律）

“ aˆ c` bˆ c（乘法交换律）

(1)

(2)

(3)

0.2 小学数学复习

这一章，我们从重新构建整个小学数学学科概念知识以及学科思维等

学科大图景的角度来复习一下小学数学。如果通过这个复习，你发现仍然

有不太能理解的地方，请参考《小学数学这样学》[1]。

0.2.1 从数数到数和运算律

从数数的经验体验，到自然数，非负整数，所有整数，分数，小数，无

理数的存在，实数初步；从概念到基本运算律，到导出运算律；用字母表示

数，用字母表示算式（算式是数）。

我们假设咱们的读者已经具有数 1, 2, 3 三个数的经验和体验，也就是
看到篮子里有一个苹果，知道对应的符号是 1，单位是个；看到盘子里面有
两块饼干，知道对应的符号是 2，单位是块；看到桌子周围坐了三个人，知
道对应的符号是 3，单位是个；看到餐桌上放了三双筷子，知道对应的符号
是 3，单位是双，等等等等。从这个朴素的数的概念开始，我们每次给前面
的数增加 1 来获得一个新的数——指的是含义上。知道含义之后，我们给
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每一个这些新增加的数一个名称，例如 3 ` 1 记作 4，读作四；4 ` 1 记作
5，读作五；5` 1 记作 6，读作六；6` 1 记作 7，读作七；7` 1 记作 8，读
作八；8 ` 1 记作 9，读作九。原则上，我们还可以有 9 ` 1, 9 ` 1 ` 1, ¨ ¨ ¨。

但是，我们稍后再给它们一套记号和读法。也就是说，所有的自然数的含义

都可以基于 1, 2, 3（其实，2, 3 都不用，只需要知道朴素的 1 的含义和加 1
的朴素含义——一个数后面加上 1 所代表的对应到实际对象的含义，不需
要知道严格的 1的定义和加法的定义），但是 9以后的自然数的符号和名称
我们会稍后再介绍。

有了 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ , 9这九个符号以后，我们来看这些符号在记号、比大小
和加法上如何发挥作用。首先，我们说，有了每一个数所代表的在特定单位

下的某种东西的数量的含义，我们就可以在同样的单位下把同质的东西和

起来看数量。例如，一篮子里面装了 2 个苹果，另一个篮子里面装了 3 个
苹果，把两篮子苹果装在同一个篮子里面，就得到这个篮子里面有 5 个苹
果。在这里，实际上，我们都不用数数：我们把 5 的含义——在“个”当作
单位来看“苹果”时候的数量——用于这个合起来的篮子里面的苹果，则自

然就是 5 个，然后，我们发现，实际上这个两个篮子合到同一个篮子里面
的操作，就是把两堆苹果合并。当以后，这样的合并的操作我们见多了，就

会发现，背后的数之间存在着脱离开了对象的关系——2` 3 “ 5。这个表达
式，无论是苹果，还是饼干，还是筷子，无论是相应的个、块还是双，都是

成立的。于是，我们把这个对应着合起来以后再看数量的操作定义为加法。

有了加法，也就是合起来数一数，自然我们就可以考虑反过来的操作，

整体中去掉一部分，被称为减法。减法也是可以超越对象和单位的，只要坚

持同一个单位同质的对象。例如，从一个装了 3 个苹果的篮子里面拿出区
2 个苹果，则剩下的是一个苹果，算式记作 3 ´ 2 “ 1。同时，我们也能够
理解，减法是加法的逆运算，反向操作——因为把剩下的和拿走的合起来

的数量自然就是一开始的整体的数量。

一旦有了加法我们就可以不断地加下去，所以，我们可以在含义上得

到从 1开始的所有的自然数。类似地，一旦有了减法，我们就可以不断地减
下去，从而得到从例如 3开始的所有的数。我们试试：3´ 1 “ 2，2´ 1 “ 1，
1´ 1 “?。我们发现，我们还没有这个 1´ 1 的含义的记号和读音。我们给
这个含义发明一个记号和读音，记作 1 ´ 1 “ 0，读作零。我们其实可以继
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续减下去，例如 0´1, 0´1´1, ¨ ¨ ¨。于是我们就有了负的整数。对应到显示

当中，负数当作具有参考点和方向的数的表示是最好理解的。例如我们规

定某个温度叫做零度，则比零度大的用正数表示，比零小的用负数表示。例

如，我们规定某个高度叫做零点，更高的用正数，更低的用复数。例如，我

们如果规定往东为正方向用正数表示，那么往西就用负数表示。一旦有了

负数，则减法就也成了加法，相当于加上一个负数。例如，4´2 “ 4`p´2q。
有了加法，我们可以从加法的含义得到加法的结合律和交换律：对于合

起来数一数，如果要把三堆东西合起来数那么先把哪两堆合起来数一数不

影响得到总数；如果是把两堆东西合起来数一数，则先数清楚哪一堆也不影

响得到的总数。例如，p1` 2q`3 “ 6 “ 1`p2` 3q，2`3 “ 5 “ 3`2。这些
运算律，在将来我们学习了用字母表示数（任何一个数都可以代入到这个字

母的位置上去）之后，就可以表示为 pa` bq` c “ a`pb` cq，a` b “ b`a。

有了整数和加法（注意减法已经通过负数统一为加法），我们来看乘法。

当我们需要把多个同样数量的对象合起来数一数的时候，我们可以给这个

“重复多次的的加法”一个自己的名字——乘法。例如，一箱子羽毛球，每个

箱子里面有 50 筒，每筒有 12 个羽毛球。我们可以算 49 次加法来得到羽毛
球的总数，也可以用这个新的计算——乘法来表示和得到相应的规则，然后

重复使用这个规则来完成羽毛球总数的计算。这个规则在个位数乘以个位

数的时候被称为乘法口诀表。例如 2ˆ 3 “ 4（二三得六），3ˆ 7 “ 21（三七
二十一）。这些口诀本身是通过加法来得到的，例如 3ˆ 7 “ 7` 7` 7 “ 21。

有了乘法，我们可以从乘法的含义得到乘法的结合律和交换律：paˆ bqˆ

c “ a` pb` cq，aˆ b “ bˆ a。在这里我们直接用字母来代笔了一个任意的

整数1。乘法的交换律可以通过把乘法算式 a ˆ b 看作是一个平面上有排好

的 a 行 b 列个同样的东西要合起来数一数来理解。这样一个平面上的所有

东西，也可以通过两种方式来计算，得到相同的结果：第一种，把每一行看

作一个单元——每一行里面有 b 个，总共有 a 行，于是总数为 aˆ b；第二

种，把每一列看作一个单元——每一列里面有 a 个，总共有 b 列，于是总

数为 bˆa。插图解释交换律和结合律 。乘法的结合律可以通过把乘法算式

paˆ bq ˆ c 看作是一个三维的长方体上有排好的 a 行 b 列 c 层个同样的东

西要合起来数一数来理解。这样一个长方体上的所有东西，也可以通过两

1未来会发现拓展到分数小数之后，这些运算律仍然成立
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种方式（其实还有第三种）来计算，得到相同的结果：第一种，先计算 a, b

所在的面，总共有 aˆ b 个，然后这样的面有 c 层，于是总数为 paˆ bq ˆ c；

第二种，先计算 b, c 所在的面，总共有 bˆ c 个，然后这样的面有 a 层，于

是总数为 aˆ pbˆ cq。如果你还是不习惯同字母表示数，你可以通过把字母

换成具体的数的方式来理解上面的论证过程。

顺便，我们来看看乘法对加法的左侧分配律，也就是：a ˆ pb` cq “

a ˆ b ` a ˆ c。这同样可以通过乘法和加法的含义来理解。我们这样来看

aˆpb` cq——每一个单元里面有 pb` cq个同样单位下的同样的东西，这样

的单元有 a 个。自然把每一个单元拆分为 a 个东西和 b 个东西这两个小单

元，然后分别计算 a 份这样的两种小单元内的东西的数量，再合起来，得

到 aˆ b` aˆ c。自然，这样的拆分不影响总量。

有了乘法，我们可以来定义乘法的逆运算——除法。也就是，如果 3ˆ7 “
21，那么，我们就可以问 3ˆ? “ 21 呢？答案就是 7，记作 21˜ 3 “ 7。类似
地，2 ˆ 3 “ 6 用除法表示就是 6 ˜ 3 “ 2。我们把 2 ˆ 3 “ 6 对应到现实场
景——把两个每个篮子里面装了 3 个苹果的篮子合起来的苹果的总数，把
6˜ 3 “ 2 看作是，把总数是 6 的苹果分成每个篮子里面放 3 个苹果可以放
几个篮子，或者说每次从 6 中取出来 3 可以取多少次。从另一个角度，我
们可以把 6 ˜ 2 “ 3 看作把 6 个苹果平均放到两个篮子里面，每个篮子里
面会有几个苹果。把这个平均分的问题和前面的每次取出多少可以取多少

次联系起来的办法是：每次我们取出来足够的苹果给每个篮子里面放一个，

由于总篮子数量是 2 则，每次需要取出来 2 个。这就回到了从整体中每次
取出一部分可以取多少次的问题。于是，就可以用除法来计算了。

当然，反过来，把每个篮子里面相同数量的苹果合起来数一数，自然

就是乘法。于是，乘法和除法就互为逆运算。注意，我们约定除法的除数不

能为零——无论多少个零加起来还等于零，不会等于一个非零的数，因此 q
0

当 q ‰ 0 的时候没有意义2。

从另一个角度，我们来看 2ˆ 3 “ 6。我们把这 6 个苹果当成整体，我
们说，每一个篮子里面的苹果，占这个总苹果的多少呢？我们发现，这里有

两个篮子，其中的一个篮子自然就是占两个之中的一个。把一个整体分成

n 份，取其中的 m 份，就记作 m
n
。例如这里的 1

2。
m
n
也可以看作是 mˆ 1

n

2未来会学习到无穷大，以及 0
0 的情形。
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——从整体 n 份取出 m 份相当于是 m 次重复地取出来整体 n 份中的 1 份
再合起来。这样我们就有了分数的定义，包含真分数 m ă n 两者都是整数，

以及假分数 m ą n。其中假分数相当于重复取 n份中的 1份的次数非常多，
多过了 n 次。这个时候，我们需要想象以下拿出来另一个整体也分成 n 份，

然后来满足这个取 m 次（m ą n）的要求。

下面，我们来把分数和除法联系起来—— q
p
“ q˜ p（p ‰ 0）。我们以假

分数并且可以整除为例，不能整除和真分数的的情形道理相同但是论证过

程会稍微复杂一点。q˜p（q ą p并且可以整除）有一个性质 pq ˜ pqˆp “ q。

这是上面的乘法和除法就互为逆运算的直接结果。或者说，先把一个整体

（q 个东西）平均分成 p 份，得到每一份的数量，然后再取这样的数量的东

西 p 份，合起来自然还是 q 个东西。 q
p
也具有同样的性质： q

p
ˆ p “ q。我

们把一个整体分成 p 份取其中的 q 份，然后把 p 个这样的份合起来，自然

就是 p 个原始的整体。我们可以这样来理解：先把 p 当作 1，自然 1
p
就是

一个整体的 q 份中的 1 份，然后我们现在有 q 份合起来，自然就得到了整

体；接着，如果我们一开始取走的不是一份而是 p 份，则我们需要把前面

取走一份的操作重复 p 次合起来，自然就得到原始的整体的 p 倍。现在我

们得到两个对象具有同一个性质：pq ˜ pq ˆ p “ q
p
ˆ p，两个数乘以同一个

不等于零的数得到的得数相同，则这两个数也相同。

现在，除法和分数已经联系起来了，我们说，除法和乘法就统一了，q˜

p “ q
p
“ qˆ 1

q
。这样任何一个除法算式（只要分母不为零）就可以转化为乘法

算式了。我们也可以来计算分数乘法了。例如，q
p
ˆm

n
“ qˆ 1

p
ˆmˆ 1

n
“ mˆqˆ

1
p
ˆ 1

n
“ pmˆ qqˆ

´

1
p
ˆ 1

n

¯

“ pmˆ qqˆ
´

1
p
ˆ 1

n

¯

“ pmˆ qqˆ
´

1
pˆn

¯

“ mˆq
pˆn
。

其中，我们用到了 1
p
ˆ 1

n
“ 1

pˆn
。这个可以从分数的含义上来理解：把一个

整体先分成 p 份取其中的 1 份，然后，把这个取好的部分再看作整体分成
n 份取其中的 1 份，自然相当于把原始的整体分成了 p ˆ n 份取其中的 1
份。

分数的加法在同样的分母下就很容易计算，相当于直接计算分子的加

法。对于分布不相同的分数，我们只需要把分母变成相同的数——称作通

分，就可以回到分母相同的情形。通分需要计算整数的最小公倍数，以及

需要分数的性质——分子分母同时乘以一个数分数值不变，也就是 q
p
“ qˆa

pˆa

（a ‰ 0）。回到分数和乘法的统一，我们有 qˆa
pˆa

“ qˆaˆ 1
pˆa

“ qˆaˆ 1
p
ˆ 1

a
“
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q ˆ 1
p
ˆ aˆ 1

a
“ q ˆ 1

p
ˆ

`

aˆ 1
a

˘

“ q
p
。反过来，如果我们的分数的分子和分

母之间存在这公因数，则我们需要通过计算最大公因数的方法来对分数作

化简，得到分子和分母没有公因数的最简分数。其原理仍然是分子分母同

时乘以一个不等于零的数，分数值不变。

这样我们就有了分数的加法和乘法的计算方法，也有了分数就是除法

（分数线就是除号）。于是，除法就通过分数成了乘法，也就是 q˜p “ qˆ 1
p
“

q
p
。

这样，我们就从数一二三的经验开始构建了整数、整数的加减乘除、负

数以及通过负数把减法统一到加法、分数及其加减乘除运算以及通过分数

把除法统一为乘法。对于分数，或者说除法，我们可以通过除法计算规则

把分数转化为一个包含整数部分和小数部分，中间通过小数点隔开的小数。

小数的计算可以采用两种方式。一种是参考整数的计算，也就是基于数位

对齐来作计算。一种是转化为分数来作计算。如果所有的小数都可以转化

为分数，那后者就可以用来计算所有的小数运算。但是，我们发现，所有的

分数都可以转化为有限小数或者无限循环小数（这个可以通过除法计算得

到3），但是，并不是所有的小数都可以转化为分数——那种无限不循环小

数不能转化为分数，并且这样的数存在，例如
?

2。
分数实际上在更小的单位下就可以看作是整数。例如 0.1 元是 1 角，

0.2 千克是 200 克，1
4 元是一个四分元（Quater）如果我们引入“四分元

（Quater）”这个货币单位的话。因此，既然分数可以转变为整数，很容易可
以理解之前证明过的加法结合律、加法交换律、乘法结合律、乘法交换律、

3举例来说，a
3 “ a˜3。我们忽略整数部分，直接从小数部分开始。这里的余数有三种情

况 0, 1, 2。第一种情况，整数部分除法得到的余数为 0。那直接就没有小数部分，于是得到
一个有限小数。第二种情况，整数部分除法得到的余数是 1，那需要计算下一位小数——
通过在被除数后面加零来计算下一位，也就是得到 10 ˜ 3。这个时候，余数还是有 0, 1, 2
三种可能。只要这里出现的余数之前出现过，那么，我们往后得到的的商和余数就都相同。
实际上我们得到余数 1，已经出现。因此，后面继续除下去得到的商和余数都会重复。第
三种情况也一样，整数部分除法得到的余数为 2。计算小数部分得到的余数也是 2，重复
出现。实际上，更一般地，每一次相除得到的余数都会除数，因此只有有限多个可能，只
要不断地计算小数部分，余数总有一天要么是零，要么会重复出现。因此，分数都会成为
有限小数或者无限循环小数。为了语言简单，我们可以把有限小数——循环了 0 和无限循
环小数合起来成为循环小数。实际上，还可以证明循环小数必定可以表达为分数。见《小
学数学这样学》[1]。
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乘法对加法的左侧分配律在分数上仍然成立。但是，由于
?

2 这样的数无
限不循环不能写成分数，因此在任何一个单位下，这个数都是无限长的。这

就使得这样的无限不循环小数很难用单位变换来理解。历史上，人们把可

以通过单位变换联系到整数的数称为有理数，不能的成为无理数。大约就

是不可理解的数的意思。

无理数和有理数合起来称作实数。证明实数上仍然有加法结合律、加

法交换律、乘法结合律、乘法交换律、乘法对加法的左侧分配律就不是这么

简单的事情了。将来大学阶段以及以后可能会学习到。但是，我们暂时接受

这些运算律仍然成立。

有了数和运算律，我们还缺一个等式的性质，也就是：等式的两边同时

作加法和乘法（包含除以同一个不为零的数）等号仍然成立。而等式的性质

的理解就特别简单了：无论一个算式多么的复杂，等号成立，意味着左边

的得数等于右边的得数。对于已经相等的两个数，或者说实际上同一个数，

则无论对这个数作什么样的运算，只要这个运算合法而且结果唯一，得到

的结果左右两边仍然相同。

最后，运算律和等式的性质是对任何数都成立的，因此有必要从以具体

数为例的表示过渡到可以适用于任何数的表达式。为了这个目的，我们用

字母来表示任意的一个数，就有了字母所表示的运算律和等式的性质。在

中学阶段，这个用字母表示的运算律和等式的性质是我们数学学习的起点。

0.2.2 现实和数学，从关系到数学结构

数学 WHWM 四问，数学五步，数学建模

0.2.3 数学知识的系统性

集合、逻辑（三段论、反证法）、证明，数学知识网络

集合是一个满足下面的一个叫做“确定性”的要求的一堆东西：给定任

何一个东西，我们必须能够明确地判断这个东西是否属于这一堆。未来在大

学阶段我们会学习更加抽象的定义。在那之前，我们先采用这个描述性定

义。我们还给这个描述性定义的核心“是否属于”一个数学符号：属于用 P，

不属于用 R。例如，1是自然数之一，也就是属于自然数，记作“1 P N”（其
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中 N代表了所有自然数）；1不是质数（也不是合数），记作“1 R P”（其中 P
代表了自然数中的所有质数）。于是，我们可以用这个符号来描述集合：一

个集合 A 就是给定任何对象 x，我们都可以得到 x P A 和 x R A 有并且只

有一个成立。

这个确定性的要求其实很高。例如，秃头、高个子、好苹果、水果等等

都不是一个集合。比如，尽管我们大多数时候可以对于一个人是否属于秃

头、高个子达成共识，但是也会经常出现分歧。甚至有些词语本身的含义就

是不够明确的，例如，智慧、聪明、才干、气质等等（注意这里的“等等”的

含义，原则上本来是应该清楚的，也就是那些含义不明确的词语，但是在生

活中往往“等等”不一定能够具有这样明确的意思，甚至“含义不明确”这

个短语本身的含义也不一定是明确的）。那么，什么才是真的明确呢？最严

格的标准就是可操作可测量的。例如，如果我们规定只有头发少余 1000 根
的叫做秃头，身高大于 180cm 的叫做高个子，那没问题，就是明确的。类
似地，我们可以说，智商测量量表不一定测量的就是聪明程度，而且不同的

量表可能测出来的东西和数值都不一样也不能转换，但是，如果我们忽略

这些问题，仅仅用某一套量表来测量，然后规定一个阈值，我们就有了“聪

明人”的明确含义，就可以构成集合了。因此，实际上，集合背后是可操作

可测量。

如果我们把集合 A 包含的所有的对象——称作集合 A 的元素——写

下来，我们用下面的记号 A “ ta, b, cu。一般来说，我们用大写字母表示集

合，小写字母表示元素。例如，一个骰子扔下去可能出现的向上的面的集合

记作 D “ t1, 2, 3, 4, 5, 6u。注意这里的六个数仅仅是记号，表示哪一个面向
上。如果我们约定每个出现的面可以获得和面的符号数量相同的钱（一人

民币元为单位），那么，这里的六个数就有了可以比大小和作加减运算的含

义。

我们还可以通过一个叫做 Venn图插入图，用所有自然数，骰子等集合
当例子，做一个用点的，一个用点加上记号的 的东西来把集合可视化。我

们画一个圆圈表示集合 A，用点（可以带上记号）来表示集合里面的元素。

为了表示属于和不属于集合 A，我们画一个全集 I，其中的一部分被包含

在 A 之中，另一部分没有被包含在 A 之中，称作 A 的的补集 Ā。其含义

是 Ā “ tx|x R Au。一般来说，当我们说补集的时候，我们会约定一个全集
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（这可能是因为简单地说“所有的其他对象”所指的对象不够明确，也就是

不一定构成集合）I。于是，我们通常把补集写作 Ā “ tx|x R A, x P Iu。其

中 tx|p pxqu 的后半部分 p pxq 表示 x 所需要满足的条件。

定义 0.1 (补集). 给定一个集合 A，以及一个当作全集的集合 I，集合 A 的

补集定义为 Ā “ tx|x R A, x P Iu。

到此，我们就有了集合、补集和全集的概念。下面我们来学习交集和并

集——关于两个集合的关系。我们定义两个集合的交集为同时属于两个集

合的的元素。

定义 0.2 (交集). 给定两个集合 A, B，其交集定义为 AXB “ tx|x P A 并且x P Bu。

其中“并且”可以用记号 ^ 或者 & 来表示。

定义 0.3 (并集). 给定两个集合 A, B，其并集定义为 AYB “ tx|x P A 或者x P Bu。

其中“或者”可以用记号 _ 或者 | 来表示。

很容易我们就可以把交集和并集通过两两集合的操作来定义多个集合

的交集和并集。

如果我们发现，两个集合的交集和其中之一相等，例如 AXB “ A，那

就是 A 完全被包含于 B 之中，或者说，所有 A 中的元素肯定都在 B 中。

这个可以通过画图来理解。将来我们也可以严格证明。比如说，我们假设有

至少一个元素在 A 中但是没有在 B 中，我们就可以证明这个元素不会在

A X B 中，于是 A X B ‰ A。这里我们用到了反证法。后面我们会回到用

集合的语言来理解反证法。我们把这样的关系称为包含关系。

定义 0.4 (被包含于). 给定两个集合 A, B，我们称 A 被包含于 B，记作

A Ď B，如果 x P B, @x P A。

其中“@”的含义是“任意”，也就是随便取一个满足后面的条件。数学

家经常把条件放后面，因此，这里的含义是“取任何一个集合 A 中的元素

x，都满足 x 在集合 B 中”。反过来，称作 B 包含 A。

定义 0.5 (包含). 给定两个集合 A, B，我们称 A 包含于 B，记作 B Ě A，

如果 x P B, @x P A。

这里的包含实际上既可以是真包含也可以是相等，也就是 A Ď B 可以

是 A Ă B 还可以是 A “ B。其中前者表示 B 中有不属于 A 的元素。

顺便，我们增加一个两个集合相等的定义和一个集合相等和集合包含
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关系之间的对应关系的定理。

定义 0.6 (集合相等). 两个集合完全相等的含义是两个集合中的元素完全相
同，也就是 x P B, @x P A 并且 x P A, @x P B。

从这个定义我们就看出来，刚好这意味着 A Ď B 和 B Ď A。

定理 0.1: 集合相等和双向包含

集合相等和双向包含] A “ B ðñ pA Ď Bq ^ pB Ď Aq.

证明. A “ B 意味着 x P B, @x P A，也就是 A Ď B。A “ B 还意味

着 x P A, @x P B，也就是 B Ď A。

反过来，A Ď B 意味着 x P B, @x P A；B Ď A 意味着 x P A, @x P B。

和起来，正好就是 A “ B。

注意集合相等的定义是一个额外强加的要求。不一定任何对象都满足

这个要求。例如，如果我们用一个人的祖先构成的集合来代表这个人。那

么，兄弟姐妹具有完全相同的祖先，也就是集合完全相同，但是兄弟姐妹并

不一定只有完全相同的一个人。当然，我们仍然可以说，这些兄弟姐妹有完

全相同的祖先的集合（甚至这些祖先的顺序）。因此，集合相同仅仅表示集

合相同，不一定能够延伸到这个集合整体所指代的对象之间的关系，如果

集合整体所指代的对象有一个定义的话。这个问题牵涉到把集合当作一个

更大层次的集合的元素，然后建立映射的关系。未来我们会再来学习这个

集合的集合以及映射。很有意思的是，除了未来往往在研究生阶段会学习

到非常特殊的情况（叫做范畴），绝大多数数学对象的定义都可以建立在集

合的基础上。也就是粗糙地说，数学基本上只需要集合（以及集合的集合，

集合的集合的集合，这些仍然都是集合）就够了。集合在数学语言中具有非

常强大的威力。

有了上面这一点点集合论的知识，我们来理解一下演绎逻辑。首先，我

们来看三段论。三段论的原始形式是这样的：大前提，小前提，结论。其中

大前提就是类似于“所有的人要是会死的”这样一个对集合里面的所有元

素的断言。小前提是说某个对象属于这个集合，例如“苏格拉底是人”。结

论就是把对象和大前提的断言联系起来，例如“于是，苏格拉底是会死的”。

用集合论的的语言，现在我们就很好理解这个三段论了：我们从一个集合
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中的所有的元素都具有某性质开始，自然也就得到任何一个这个集合中的

元素具有这个性质。注意，这看起来就跟废话一样，但是，正是这样的看起

来特别简单自然的命题和推理成了构建宏伟的数学知识大厦的基石。

理解了三段论之后，我们来用集合理解逻辑论证中的另外一个主题——

命题、逆命题、否命题和逆否命题及其之间的关系。还是用“所有的人要是

会死的”、“苏格拉底是会死的”当作原始命题，否命题就是“不是所有人

（有的人）都不会死”，“不是苏格拉底就不会死”；逆命题就是“会死的是

人”、“会死的是苏格拉底”；逆否命题是“不会死的不是人”、“不会死的不

是苏格拉底”。通过对这些话的具体含义作思考，我们自然可以来判断这些

命题是否成立。例如，我们发现，逆命题不对，会死的不仅仅是人，以及人

之一苏格拉底，还有猫、马、兔子等等。否命题也类似，例如苏格拉底之外

的人也会死。比较麻烦的是逆否命题。不过，如果我们可以使用反证法，我

们可以这样来论证：假设你否命题不成立，也就是“不会死的还是人”，根

据“所有人都会死”，我们得到“不会死的是人，会死”。这里“不会死的

会死”直接就矛盾了，因此，这个原始的假设，也就是你否命题不成立和原

命题直接矛盾。因此，如果原命题为真，则逆否命题肯定为真。也就是说，

原命题和逆否命题完全等价。但是，是不是我们可以脱离开这些命题的实

际内容，不需要去找出来满足或者不满足这些命题的事实，直接来作判断，

或者至少找到作判断的方法呢？这就是逻辑学所要解决的问题。

我们用集合来当作逻辑学的基础来解决这个原命题、否命题、逆命题、

逆否命题之间的关系的问题。我们说一个命题必然有一个前提 A 一个结论

B，记作 A ñ B。我们把所有的满足前提 A 中的要求的对象组成的集合也

记作 A4，满足结论 B 中的性质的对象组成的集合也记作 B5。我们说，原

命题 A ñ B 就意味着集合包含关系 A Ď B，也就是任何一个 A 中的元素

必然属于集合 B。集合的包含关系就是命题中的导出关系。这一点非常重

要。通过集合论的语言，我们就可以把命题中的条件到结论的导出关系变

成集合的包含关系。

4或者 A “ tx|PA pxq “ 1u 表示满足 PA pxq——也就是 x 满足条件 A——的所有的 x

的集合，但是只要没有歧义我们就用同样的符号指代条件和集合
5或者 B “ tx|PB pxq “ 1u 表示满足 PB pxq——也就是 x 满足性质 B——的所有的 x

的集合，但是只要没有歧义我们就用同样的符号指代性质和集合



44 第零章 对小学数学的要求和复习

有了这个导出关系和包含关系的对应，我们就可以来看原命题、否命

题、逆命题、逆否命题之间的关系了。我们假设原命题 A ñ B 成立，也就

是包含关系 A Ď B 成立。插入图，集合包含关系，补集的包含关系 。我们

说“否”就对应着补集，否命题就对应着补集之间的包含关系。也就是说，

否命题就是 Ā ñ B̄，对应着 Ā Ď B̄。但是，由于集合 A 被包含在 B 的内

部，补集 Ā 实际上会把补集 B̄ 包含在内部。因此，我们有 Ā Ě B̄，或者说

B̄ Ď Ā。对应到命题，我们有 B̄ ñ Ā。因此，我们得不到否命题，但是能够

得到逆否命题。也就是说，逆否命题和原命题等价，但是，原命题和否命题

之间没什么直接的关系，原命题成立的同时逆命题可以成立也可以不成立。

我们再来看原命题和逆命题之间的关系。首先，我们从逆命题和否命题

之间的关系是逆否命题关系，我们就可以得到逆命题和否命题完全等价。于

是，原命题和逆命题之间的关系，就是原命题和否命题之间的关系，也就是

没什么直接关系，原命题成立的同时逆命题可以成立也可以不成立。其次，

我们也可以直接从集合来看原命题和逆命题之间的关系。原命题 A ñ B 成

立意味着集合包含关系 A Ď B 成立；而逆命题 B ñ A 成立意味着集合包

含关系 B Ď A 成立；但是，A Ď B 既不能保证也不能否定 B Ď A 成立。

当集合 A “ B 的时候，我们既有 A Ď B 也有 B Ď A，于是我们有

A ñ B 和 B ñ A，也就是原命题和逆命题同时成立。反之亦然。这个时

候，我们称 A 和 B 等价。

总结一下：通过集合的语言，以及把集合和命题相结合，我们得到——

逆否命题和原命题等价，当且仅当对应的集合 A “ B 的时候，原命题和逆

命题也同时成立，逆命题和否命题由于是逆否命题关系也等价。有了这个

知识，我们就可以更加方便地来处理逻辑演绎的问题了。例如，我们可以

不加判断就得到“苏格拉底是要死的”和“不会死的不是苏格拉底”完全等

价，以及如果要判断逆命题“会死的就是苏格拉底”、否命题“不是苏格拉

底就不会死”是否和原命题“苏格拉底是要死的”等价需要去检查集合“苏

格拉底”、“会死的”是否完全相同。这个时候，我们自然发现，两个集合不

同，于是不等价。

有了这个命题和逆否命题等价，我们就可以进一步来证明反证法是可

以用的一种逻辑演绎证明方式。反证法指的就是，为了证明 A ñ B，我们

先假设 B 不成立，也就是从 B̄ 开始，然后证明一个和 A 直接矛盾的结果，
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也就是证明 Ā，也就是得到了 B̄ ñ Ā。这正好就是 A ñ B 的逆否命题。因

此，反证法相当于通过证明逆否命题成立来证明原命题成立。回到
?

2 不
是有理数的证明，我们从假设

?
2 “ q

p
是一个有理数并且整数 p, q 之间没

有公约数（有就化简掉，直到最简分数）开始，证明了 p, q 之间有公约数 2。
这个结果和假设有直接矛盾。因此，假设不能成立，也就是说，

?
2 不是有

理数。

另外，初看起来，这里好像没有了前提。实际上，这里的前提是 a2 “ 2，
也就是说这里的命题的完整表述是：a2 “ 2 ñ a R Q（Q 表示有理数），或

者说 a2 “ 2 ñ a ‰ q
p
, @p, q P Z。在我们的证明过程中，我们需要多次使用

这个前提条件。

在这一小节，我们学习了一点点集合的语言，然后我们用集合的语言理

解了三段论，理解了原命题、否命题、逆命题、逆否命题之间的关系，理解

了反证法。三段论、反证法和命题之间的关系是我们后面要用到的演绎证

明的基础。将来我们还会把更多的其他的数学概念也建立在集合之上。这

体现了集合这个数学基本概念的重要性，也体现了数学知识的系统性。

0.2.4 从小学数学学习和复习到理解型学习

人类知识高速公路上以高层知识生成器为目标的理解型学习

0.3 小学数学知识总结以及本章小结

我们还可以把以上的知识之间的联系通过一张图来表达，如图 1。这张
图可以用来帮助你检查一下是否具备了学习本书所要求的小学阶段的知识。

如果你差不多能够走通这张图上的各条连边（概念间关系）和各个顶点（概

念，数学学科概念和学科思维），则你就基本上具有了学习本书的基础。

在本章中，我们明确了为了学习本书所需要的小学阶段的数学知识，给

出了要求列表，做个这些知识的复习。我们再一次强调，本书的这个前置知

识的要求不算低，主要问题不在数学计算上，而是在于对数学知识以及这

些知识的被创造的过程还有过程背后的思维的理解。如果从列表和复习中

你发现好多知识对你是新的，你可以选择把这部分复习多看几遍，也可以
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图 1: 小学数学整体概念地图。可以用来检查一下是否具备了学习本书所要
求的小学阶段的知识。考虑是否印单独一页



0.3 小学数学知识总结以及本章小结 47

回去看一下《小学数学这样学》[1]，也可以顺着本书先看下去，然后时不时
地回到本章再一次来阅读。
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第一部分

初中篇

49





第一章 数轴上的点和数

–

1.1 非负整数的数轴表示

1.2 分数的数轴表示

1.3 从
?

2 不是分数到
b

q
p

?
2 存在，从几何和代数两个角度，从现实的角度。

?
2 不是分数的证

明。
?

4,
?

5 呢？
b

q
p
是分数的条件。

运算封闭性的要求。

1.4 无限不循环小数的数轴表示？

数轴上还有其他的数吗？这些数对加减乘除加上乘方开方运算封闭吗？

1.5 有理数、无理数和实数

有理数、无理数、实数的含义和名称。

51
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1.6 数轴上还有其它数吗？

填满了吗？任意两个实数之间必然还有实数。不可能再有其它数了吗？

暂时接受点和“实数”的一一对应关系，未来会有机会进一步来学习、

质疑和思考它。

1.7 代数式

用字母表示任何一个给定的数。

用字母和运算符号构成算式，强调关系。任何一个具体数代入字母都

可以。

从代表一个给定的数到一个给定但是未知的数，到变量。

1.8 推荐阅读材料

1.9 作业

1.10 本章小结



第二章 幂运算

–

2.1 数的正整数次幂运算

2.2 数的负整数次幂运算

2.3 数的零次幂

2.4 数的分数次幂

数的无理数次幂呢？

53
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2.5 数的幂运算的性质的字母表示

2.6 完全平方和完全立方公式

2.7 平方差和立方差公式

2.8 推荐阅读材料

2.9 作业

2.10 本章小结



第三章 变量和常数

–

3.1 完全已知的数

3.2 给定的（当作已知）的数

3.3 未知的或者重点关注的数

3.4 单项式的元数和阶数

3.5 多项式的元数和阶数

3.6 推荐阅读材料

3.7 作业

3.8 本章小结
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第四章 因式分解

–

4.1 乘出来和变成多个算式相乘

4.2 为什么需要因式分解

解方程（代数基本定理，解的数量和方程的阶数相同），多个独立因素

联合发挥作用，或者反过来，把某个多个因素联合发挥作用的问题变成每

个因素独立发挥作用，然后各个解决。

分而治之。
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4.3 简单因式分解

4.3.1 基于乘法对加法分配律的因式分解

4.3.2 基于完全平方公式的因式分解

4.3.3 基于平方差公式的因式分解

4.3.4 基于立方差公式的因式分解

4.3.5 基于完全立方公式的因式分解

4.4 几种类型混合的因式分解 ˚

4.5 推荐阅读材料

4.6 作业

4.7 本章小结



第五章 一元一次方程和一元一次
不等式

–

5.1 复习：运算律、等式的性质

5.2 一元一次方程的求解

5.3 一元一次方程的应用

5.4 复习：不等号和不等式的性质

5.5 一元一次不等式的求解

5.6 一元一次不等式组的求解

5.7 一元一次不等式的应用

5.8 基于完全平方的恒成立不等式及其应用
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–

这一章我们来学习集合这个概念。将来继续学习数学之后，我们会发

现，集合是绝大多数数学概念的基础，以前学过的数学概念都可以用集合

以及下一章要学习的定义在集合之上的映射的语言来重新表述和理解。而

提出集合这个概念不过就是为了一个特别简单的目标，为了把意思说清楚，

而且仅仅是为了把意思中的那个对象说清楚。这也体现了数学就是思维的

语言，就是描述世界的语言。

6.1 集合的朴素概念

在我们用语言来表达我们的意思的过程中，我们往往先要确定一个对

象，然后再来说这个对象怎样怎样。例如，“这个苹果很新鲜”这里的对象

就是“这个苹果”。这个对象有一个“很新鲜”的属性。在这里，我们其实

还藏起来了一个新鲜程度的含义甚至确定这个新鲜程度的操作性测量——

例如拿眼睛看如果发现外皮蔫了等特征就说不新鲜，或者用仪器测量这个

苹果的水分含量和这个苹果或者这一类苹果刚采摘下来的时候的水分含量

做一个比较从而得到一个比例值，然后规定这个比例值小于多少就是不新

鲜——的方法。这里的一个测量的方法以及一个判断的标准，就给出了明

确的是否新鲜的含义。更进一步，我们还可以说“这一箱子苹果、这一堆苹

果很新鲜”，“这种苹果很甜（同样地通过尝一下，或者测量糖分含量，建立

标准）”来把我们所指的对象从一个苹果变成一批苹果，一种苹果。在对象

上，“一箱子苹果”就从特指的单个的苹果变成了特指的若干个苹果；“一种

苹果”就从单个的具体的苹果变成了抽象的一类苹果——这一类可能指的
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是和苹果的 DNA（脱氧核糖核酸1）以及 DNA所决定的外形、颜色等属性，
以及和这一种苹果的生长环境例如产地等因素有关的品种。也就是说，“一

种苹果”其实是一个抽象概念，它不是由具体的每一个苹果来承担的，而是

由这一类苹果的共性特征来承担的。

顺便，沿着这个一个和一类的思路，当我们写作的时候说“这个人很可

爱”和“这样的人很可爱”的时候，其实，我们是做了抽象的，原则上，这

个时候我们必须至少在自己心中是明确地把这个人的某个特征提炼为这样

的人的特征的。否则，我们最好还是就这个具体对象来讨论，而不是抽象为

对其所代表的一类对象的讨论。因此，当你说“你这人怎么这样”的时候，

你对这个人的批评远远没有“你这种人，就会这样这样”来得狠。好了，说

了这么一大段语言和表达经常遇到的事情之后，让我们回到数学。

为了更明确地表达出来所指的对象，以及用于指代一群对象或者一类

对象，人们提出了“集合”的概念。一个集合指的是这样一个群体的概念：

我们完全可以判断任何一个对象是否属于这个群体。这个性质被称为集合

元素的确定性。群体本身的含义是一个或者多个对象合起来，往往人们还

会给这个群体一个合适的名称。例如，t1, 3, 5, 7, 9u 是一个集合，一个群体，
我们可以称之为“十以内的所有奇数”。例如，所有的自然数也是一个集合2。

例如，一个硬币（通常抛出去以后落下来的硬币只会显示为两面之一，立着

的情况不算）的两面——正面或和反面，也是集合。

那么，是不是人们日常生活中所用的所有的类别名词都满足确定性，都

可以算是集合呢？不是的。例如，胖子、秃头、美景、好人都不算集合。我

们很难说清楚体重大于多少，或者体重身高比例大于多少算胖子。类似地，

秃头、美景、好人也一样。当然，实在有必要的时候，也可以定义一个测量

方式和判断的阈值。例如，身体质量指数（Body Mass Index，BMI）就是

1一个生物的脱氧核糖核酸决定了这个生物的大部分性状，是这个生物的可以遗传给后
代的一定程度上决定了后代的性状的遗传物质。通常同类的生物具有相似的脱氧核糖核酸。
这个类的概念在生物学中具有层次性，例如界、门、纲、目、科、属、种。更细的种类上
相同的物种一般具有更大的遗传物质上的相似性。

2这是一个有趣的故事，有些数学书约定零属于自然数，有些约定 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ 才是自然数
零不是。因此看起来好像一个数是否属于自然数，当这个数是零的时候，是不明确的。因
此，自然数不满足前面提到的确定性要求。但是，实际上，任何一本书，这个约定是唯一
的。因此，只要在那本书本身的范围内，自然数仍然是满足确定性要求的。
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这样的一个判断肥胖的方式，

BMI “
M

H2 , (6.1)

其中 M 是以公斤为单位的体重，H 是以米为单位的身高。当 BMI ě 28
的时候被称为肥胖。这个时候，忽略测量误差带来的不确定性，我们也就有

了满足集合元素确定性的“胖子”集合的定义。

习题 6.1 (BMI 的定义). 请思考为什么 BMI 这样来定义，而不是体重除以
身高或者身高的三次方，以及这个定义出来的 BMI 通常被用于哪些地方。

也就是说，由于我们在表达中对明确性有要求，我们尽量从集合开始

来描述我们的对象。注意，这不是集合定义，而是给出来集合必须满足的一

个要求——元素的确定性。其含义是：给定任意一个对象，我们可以判断这

个对象是否属于这个集合。用数学符号这样来表达，就是如果 X 是一个集

合，则 @x（“对于任意一个 x”的意思，读作“任意 x”）, x P X（读作“x

属于 X）或者 x R X（读作“x 不属于 X”）两者有且只有一个成立。也就

是，要么 x 属于 X，要么 x 不属于 X，必须有而且只能有其中一个成立，

不能两个都不成立，也不能两个都成立。

将来我们会进一步学习到不满足这个确定性要求的数学对象，以及如

何来定义集合才能使得它满足这个确定性的要求。

习题 6.2 (理发师悖论). 有兴趣的同学可以查一查“理发师悖论”。思考一
下这个理发师悖论和集合的定义以及集合的元素的确定性的关系。

除了确定性，有的时候我们也说集合元素具有互异性和无序性。互异

性的意思是，集合的任意两个元素是不同的。无序性的意思是，集合元素的

出现顺序无关紧要。于是，t1, 1, 2, 3u 和 t1, 2, 3u、t1, 3, 2u 是同一个集合。
在这里，我们用到了集合的一种描述方式：列出来这个集合的所有元

素，习惯上用一对大括号 t¨u来把这些元素包含在里面。对于有限个元素的

集合，这可以做到。对于无限个元素的集合，这需要一些定义这个集合的人

和阅读这个定义的人之间的一些共同的知识基础。例如，我们说这个符号

t0, 1, 2, 3, 4, ¨ ¨ ¨ u代表了所有的非负整数，这个符号 t¨ ¨ ¨ ,´4,´3,´2,´1, 0, 1, 2, 3, 4, ¨ ¨ ¨ u

代表了所有的整数，以及 t1, 3, 5, 7, ¨ ¨ ¨ u 代表了所有的奇数。由于我们经常

用到所有整数和所有非负整数这两个集合，我们还给了它们自己的名字和
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符号，

Z “ t¨ ¨ ¨ ,´4,´3,´2,´1, 0, 1, 2, 3, 4, ¨ ¨ ¨ u ,

N “ Z˚ “ t0, 1, 2, 3, 4, ¨ ¨ ¨ u .

(6.2)

(6.3)

集合还可以用另一种方法来描述，给出来所有的元素满足的一个性质，

只要这个性质是否满足的条件对于任何对象都是具有明确的结论的，就行。

例如，所有的奇数我们可以写成 t2n` 1, n P Z˚u。

现在我们有了对集合的几种描述方式：给出来所有的元素，写出来一

个所有元素需要满足的性质，约定一个符号或者名称。

有了集合，也就是指代明确的对象（们），仅仅是我们准确表达思想，

表达思考过程，表达我们的意思的第一步。未来我们还会学习到如何表达

这个对象具有什么性质，这样的判断句——将来会被成为命题，以及对象

之间的关系——将来会被称为映射。为了给命题和映射的学习作准备，我

们来学习一点点集合本身的运算。

顺便，在这里学习集合这个概念的过程中，你已经看到了我们——其

实是人类历史上的数学家们——是如何尽力把意思表达明确的。数学就是

一个帮助人们把意思表达明确的语言。

6.2 集合的交和并

其实，我们应该早就发现了，集合 Z,Z˚ 之间，以及它们和奇数集合之

间是有一定的关系的。例如，非负整数集合 Z˚ 其实是整数集合 Z 的一部

分，奇数集合也是整数集合的一部分，并且奇数集合可以通过非负整数的

集合来定义。这一节，我们来定义集合之间的关系，以及基于这些关系的运

算。

给定任意两个集合 X, Y，可能有元素同时属于这两个集合，也就是

Dx P X, x P Y。我们把满足这个条件的元素放到一起，构成一个新的集合，

也就是 Ω “ tx|x P X, x P Y u。首先，我们来看看是否这可以看作一个集合，

也就是是否满足元素的确定性。对于任意的一个元素 y，其是否属于集合

X, Y 只有四种情况：第一种，不属于两者之中的任何一个；第二种，属于

X，而不属于 Y；第三种，不属于 X，而属于 Y；第四种，属于 X 也属于

Y。我们发现，以上四种情况的任何一种都可以判断这个元素 y 是否属于
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Ω。因此，满足元素的确定性。例如，只有第四种情况下，y P X 并且 y P Y

则 y P Ω，其他情况下都有 y R Ω。直观上，这个集合 Ω 相当于把两个集合
共同的元素都找了出来。

为了把这个直观上的关系清楚地表示出来，我们引入一个集合的图形

表示，Venn 图：我们用一个圆形、长方形、椭圆形之类的闭合图形来表示
一个集合，把集合内的元素表示成这个闭合图形内的点，集合之外的元素

表示为这个闭合图形之外的点。

在这个 Venn 图的表示下，我们发现，前面的集合 Ω 就相当于两个集
合 X, Y 的 Venn 图表示的交叉的部分，共同的部分。因此，我们把 Ω 称作
集合 X 和 Y 的交集，记作 X X Y，也就是，

定义 6.1 (交集). X X Y “ tx|x P X 并且x P Y u.

有了交集的概念，我们就很容易定义并集，

定义 6.2 (并集). X Y Y “ tx|x P X 或者x P Y u.

可以发现，前面四种情况的后三种都满足并集所要求的性质，只有第

一种不满足。因此，其也满足元素的确定性要求。在直观上，并集就相当于

把 X, Y 两个集合覆盖的元素合并起来，因此被称作并集。

插入集合的 Venn 图，交集和并集的 Venn 图表示。

6.3 子集、全集和补集

有了交集和并集的概念，我们就可以来判断两个集合的包含关系了。如

果两个集合 X, Y 的交集就是其中之一，例如 X，我们说，X 被包含在 Y

之中，X 是 Y 的子集。其中，X 是 Y 的子集的含义是 X 被包含在 Y 之

中，也就是

定义 6.3 (子集). X Ă Y 指的是 @x P X, x P Y .

我们还给出如下的一个判断句，或者说命题，如果 X 是 Y 的子集，则

X, Y 的并集是 Y。我们甚至说，反过来也如此，也就是如果 X, Y 的并集

是 Y，则 X 是 Y 的子集。

我们来看看这些判断句是否正确：第一，X X Y “ X ñ X Ă Y；

第二，X Ă Y ñ X X Y “ X；第三，X Y Y “ Y ñ X Ă Y；第四，
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X Ă Y ñ X Y Y “ Y。这里符号“ñ”的意思就是左边的条件成立则右边

的结论也成立。我们一个个来检查这些判断句是否成立。

通过这个检查，你也会发现集合的语言的另一个作用：集合和逻辑论

证是紧密相连的。实际上，把含义表示明确，把对象描述明确，再加上把逻

辑论证表述明确，正好就是集合的语言的作用和魅力。

定理 6.1: 集合包含关系和交集一

集合包含关系和交集一]X X Y “ X ñ X Ă Y。

证明 6.1. 根据交集的定义 X X Y “ tx|x P X 并且x P Y u。现在已知

X X Y “ X，那么就可以推断出来，没有任何一个 Y 之外的属于 X

的元素。因为，如果有 z P X, z R Y，那么，这个 z R X X Y，于是

X ‰ XXY。因此，@z P X，必然有 z P Y。根据子集的定义，X Ă Y。

定理 6.2: 集合包含关系和交集二

集合包含关系和交集二]X Ă Y ñ X X Y “ X。

证明 6.2. 一方面，根据交集的定义 X X Y “ tx|x P X 并且x P Y u。

另一方面，根据子集的定义，X Ă Y ñ @x P X, x P Y。也就是说，在

X Ă Y 的条件下，交集的条件中的第二条 x P Y 已经自然被满足。因

此，这个时候交集的条件只剩下 X X Y “ tx|x P Xu “ X。

第三个和第四个判断句的证明交给读者。有了这四个命题，我们就可

以非常好地建立起来 Venn图的直觉图像和集合的交集、并集、子集之间的
对应关系了——你直接上看起来图像上的包含关系、合并图形、交叠图形，

正好就是集合之间的相应的子集、并集、交集的关系。

习题 6.3 (集合包含关系和并集一). 证明 X Y Y “ Y ñ X Ă Y。

习题 6.4 (集合包含关系和并集二). 证明 X Ă Y ñ X Y Y “ Y。

对于两个具有包含和被包含关系的集合，X Ă Y，或者说 Y Ą X（开

口方向的含义类似于大于小于号），如果我们把更大的那个集合 Y 称作全

集，则那个更小的集合 X 就称作子集。而那部分在 Y 中但是不在 X 中的

元素构成的集合则称作子集 X 在全集 Y 中的补集，记作
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定义 6.4 (补集). 当 X Ă Y 的时候，子集 X 在全集 Y 中的补集 X fi

tz|z R X 并且z P Y u。

有了子集的概念，我们可以来讨论两个集合的相等和子集的关系，也

就是

定理 6.3: 子集和集合相等

子集和集合相等]X “ Y ðñ X Ă Y并且Y Ă X。

证明 6.3. 按照集合的定义，两个集合相等 X “ Y 的含义是两个集

合中包含的所有元素相等，也就是 @x P X, x P Y，@y P Y, y P X。其

中，前半句正好就是 X Ă Y 的定义，后半句正好就是 Y Ă X 的定

义。因此，X “ Y ùñ X Ă Y并且Y Ă X。

反过来，按照包含关系的定义，X Ă Y 就是 @x P X, x P Y，Y Ă X

就是 @y P Y, y P X，两者和起来正好就是 X “ Y 的含义。因此，

X Ă Y并且Y Ă X ùñ X “ Y。

其中双向箭头符号 ðñ 的含义是，既有 ùñ 还有 ðù。也就是，命题

的两侧互为结论和条件，也就是两者相互等价。因此，ðñ 也被读作“等

价于”。在证明等价关系的过程中，我们要作双向的命题的证明。注意，命

题并不都是双向的。

有了这个集合相等和子集之间的关系，我们在以后证明两个集合相等

的过程中，经常会通过证明这两个存在相互包含关系来完成。

更进一步，为了区别两个集合之间的包含关系和相等关系，我们把前

面所说的“包含”关系区分为“包含”（Ď）和“真包含”（Ă）关系。两者

之间的区别是“包含”关系允许两个集合之间是相等的关系或者真包含关

系，而“真包含”关系不允许两个集合之间是相等的关系。也就是说，以后

X Ă Y，意味着 @x P X, x P Y，而且，Dy P Y, y R X。Ď 和 Ă 就类似于小

于等于号（ď）和小于号（ă）的关系。

插入子集、全集、补给、包含关系的 Venn 图。
到此为止，我们就学完了基本的集合知识了，包含集合要满足的元素的

明确性（以及不太重要的互异性、无序性），集合的交和并运算，子集（包含

和被包含关系）、全集和补集，以及集合相等和相互包含的关系。为了帮助大
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家熟悉这些概念和符号，我们编制了需要大家完成的一些练习题，还把在一

个全集中的两个集合的一般关系的每一个区域画成了一张 Venn图（插入一
张给各个区域用集合运算符号表示的 Venn图，例如 X XY, X YY, X sup Y

等等 ）。

再次回到为什么我们要有集合的语言：为了我们在思考和表达中所指

代的对象更加明确，以及形成可以直接指代一堆或者一类对象的语言和符

号，也就是用来描述对象之间的层次关系、交叉关系的合适的语言和符号。

我们也初步看到了，集合这个语言在表达和证明命题中的作用。

编制一些集合交和并运算，补集运算的习题。

6.4 不等式的解当作集合

6.5 推荐阅读材料

6.6 作业

6.7 本章小结



第七章 映射初步

–

这一章我们来学习数学的另一个抽象概念——映射。我们将会发现，映

射是描述对对象的操作——例如给对象命名、分类，以及把一个对象和另

一个对象联系起来——的最基本的方式。而对象和操作是我们人类思考和

面对世界的典型方式。因此，作为思维的语言和描述世界的语言的数学就

有这个责任来给对象和操作准备好语言。上一章，我们学会了用集合来明

确指代对象，这一章，我们来学习用映射指代操作。

7.1 从命名、分类、操作到映射

有三个世界时时刻刻伴随着我们：现实世界、概念世界（即存在于人

类的认知结构中，也存在于各个学科的知识构成的空间中）、语言世界。我

们表面上用语言世界（可以包含人类的自然语言以及数学语言、编程语言）

去描述现实世界，实际上，我们是用概念世界去描述现实世界，但是需要通

过语言世界这个媒介。因此，对于现实世界的对象，我们往往就得给这个对

象一个语言世界的名称以及一个概念世界的含义。这个把现实世界的对象

和其在概念世界和语言世界的名称和含义联系起来的过程，就是映射。

例如，如果我们有两支铅笔，而且我们经常需要按照某种方式——例

如使用目的或者个人偏好——来选择用其中的哪一支。现在假设每次我们

有另一个人替你去拿笔，你必须想办法明确告诉那个人每次你需要拿哪一

支。实际上，你也可以把“你”看作你的大脑，把“另一个人”看作你的手。

我们来设想一个如何完成这个明确告诉另一个人的过程。

首先，你可能由于某种原因选择了其中那支黑色外壳蓝色笔芯的铅笔，

69
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而不选用另一支是白色外壳黑色笔芯的圆珠笔。接着，你怎么告诉另一个

人我们的这个选择呢？按照所选择的这支笔的某种特征，而且是可以和另

一支相区别的特征。例如，请你帮我取一下那支黑色外壳的笔，那支铅笔，

那支蓝色笔芯的笔，以及它们这些特征的组合。不过在这里，我们不能说

“黑色的笔”，这可能意味着黑色外壳，也可能意味着黑色笔芯。我们还可以

先跟另一个人做一个约定，把“黑色外壳蓝色笔芯的铅笔”称作“一号笔”

记作 1⃝，把“白色外壳黑色笔芯的圆珠笔”称作“二号笔”记作 2⃝。只要在
这个约定下，我们就可以很方便地达到告知另一个人我们的选择的目的。

我们说，在这个过程中，你建立了映射，也就是从这两支笔到这两支笔

的被指代方式之间的一个映射。例如，从这两支笔到这两支笔的两种外壳

颜色的映射，从这两支笔到这两支笔的笔芯颜色的映射，从这两支笔到这

两支笔的笔头材料（铅笔还是圆珠笔）的映射，从这两支笔到这两支笔的记

号之间的映射。我们在下一节再来明确地学习什么是映射。但是，通过这

个例子，我们大概知道了映射就是给一群东西里面的每一个东西一个名字，

或者说一个记号。在下一节中，我们会发现，这个指代明确的记号名字的映

射通常要求是一对一的。

其实在上面的为了指代对象明确而作的命名中，我们实际上用到了分

类。例如，所有的黑色外壳的笔，所有的铅笔，所有的蓝色笔芯的笔等等。

因此，当我们给一个东西一个名字，其实往往这个名字和这个对象的某种

属性有关，并且满足这个属性特征的对象可能还不止这一个。这时候，我们

说，其实我们对对象做了分类。从映射的角度，分类就是建立了一群对象中

的每一个对象和类别名称以及这个名称代表的类别属性之间的映射。具体

来说，在这里，就是建立了第一支笔和铅笔之间的映射，第二支笔到圆珠

笔之间的映射。就像我们已经知道的，有很多笔都是铅笔，有很多笔都是

圆珠笔，因此，这个映射实际上是给了很多东西一个共同的名字，然后把

这个共同的名字叫做这些很多个东西的类别。在下一节中，我们会学习到，

这就是多对一的映射。

下面我们来假设一个更加复杂一点场景：我们有一把削铅笔的刀，它

可以用于削所有的铅笔但是不能用于任何一支削圆珠笔。那么，这个削笔

刀就是一个映射，把一支通常笔头磨损了不方便书写的铅笔变成一支具有

再次方便书写的笔头的铅笔。任何一支钝笔头铅笔和这个削笔刀结合（其
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实还要加上削的过程，但是我们先忽略这个过程），就可以得到一支好笔头

铅笔（假设这支铅笔的长度使得它还能和值得被削）。为了说起来简单，我

们允许削笔刀去削本来就不钝的铅笔，也就是只要来一支铅笔，就削一下

得到一支好笔头铅笔。我们还可以让这个削笔刀更加智能一点，给它增加

一个判断器——如果来的是铅笔，则削，如果是圆珠笔，则不削。实际上这

个判断器也是一个映射，遇到“铅笔”对应着“使用削笔刀”，遇到“圆珠

笔”对应着“不使用削笔刀”。原来的削笔刀和这个判断器的组合成了一个

有点智能的削笔刀。实际上，你还可以增加一个映射——一个钝笔头判断

器。但是，为了说起来简单，前面我们已经允许削笔刀削本来就笔头不钝的

笔。然后，我们来把这个智能削笔刀映射和前面的取用笔的映射结合起来：

先取出来笔，然后，把这个取出来的笔投入到智能削笔刀。这时候，我们就

得到了一个更加智能的取用削笔刀，我们只要告诉它“帮我取黑色外壳的

笔”，它就会取出来，判断一下是否是铅笔，如果是，削好比头，递过来给

我们用。稍后我们会发现，用映射的语言，这叫做映射的复合。

通过这一节，我希望你已经领会到，明确对象以后，对对象的命名、分

类和操作这些典型的认识和改变世界的行为，实际上都是映射。现在，我们

来明确定义映射。数学就是给你认识和改变世界准备的语言。

7.2 映射

定义 7.1 (映射). 两个集合 X, Y 之间的映射 f，记作 f : A ÞÑ B，满足如

下条件：第一，对于任意一个 X 中的元素 x（@x P X），存在着唯一的一

个 Y 中的 y（Dx P X），使得 fpxq “ y。

这个定义就是把我们前面已经形成的关于映射的直觉，从一个集合 X

里面取出来一个元素 x，把这个元素联系到另一个集合 Y 的一个元素 y “

fpxq。我们把取出来元素 x——称作原像——的集合称作定义域（domain），
联系到的元素 y——称作像——的集合称作陪域（codomain）。这个联系要
满足一个条件：任何一个定义域中的元素都可以在陪域中找到一个而且只

有一个像。

映射的定义对于是否会有两个不同的 x1, x2 P X 都被映射为同一个

y P Y 没有约束。如果这个条件满足，则映射 f 称作单射，
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定义 7.2 (单射). 单射是满足如下条件的映射：f : A ÞÑ B，对于 X 中的任

何两个元素 x1, x2（@x1 ‰ x2 P X），fpx1q ‰ fpx2q。

映射的定义对于是否每一个 y P Y 都被映射 f 用到没有约束。如果这

个条件满足，则映射 f 称作满射，

定义 7.3 (满射). 满射是满足如下条件的映射：f : A ÞÑ B，对于 Y 中的任

何一个元素 y（@y P Y），存在者一个 X 中的 x（Dx P X），使得 fpxq “ y。

如果一个映射既是单射又是满射，则被称为可逆映射。可逆映射的含

义是，可以构造出来一个从 Y 到 X 的映射 g : Y ÞÑ X，使得任何一个

fpxq “ y 都有 gpyq “ x。以后我们会看到为什么我们特别关注映射的可逆

性。现在，我们来看一下，为什么既是单射又是满射的映射是可逆的。映

射的核心就是原像必然找得到唯一的像。要是把 f : X ÞÑ Y 反过来成为

g : Y ÞÑ X，那就是要求，任何一个 y 也有且只有一个 x 满足 gpyq “ x，

而且这里的 gpyq “ x 正好就是 fpxq “ y。因为映射是满射，所以，任何一

个像 y 都找得到至少一个原像 x 使得 fpxq “ y。我们就差一个唯一性了，

也就是要求不存在这样的 z ‰ x P X 使得 fpzq “ y。这正好就是单射的要

求：两个不同的原像必然导致不同的像。这个时候，我们把逆映射 g 也记

作 f´1，也就是 g “ f´1 : Y ÞÑ X，而 f : X ÞÑ Y。

一旦两个集合之间可以建立起来可逆映射，则这两个集合的元素之间

就有了一一对应关系。这就好像是我们之前讲到的取名字的场景，任何一

个被取名字的对象都有了唯一的名字，任何一个名字都有了唯一的对象。

那既然可逆映射这么好，就好像完全就是给对象取个名字一样，为什

么我们不直接要求所有的映射都是可逆映射呢？可逆映射没法满足分类的

要求。比如说，我们通过身份证给每一个人一个的号码，通过这个号码也找

得到对应的人，但是，我们就不能通过身份证号来把人分成男人、女人了1。

那实际上，身份证号确实就区分标记了男人和女人。怎么做的呢？第一，我

们建立一个集合 S 其中有两个元素 F, M 分别代表女性和男性。第二，我们

把所有的人的集合 P（或者你们班里的所有同学们）通过映射 S 映射到这

个性别集合 S，使得对于任何一个 p P P，S ppq “ F 或者 S ppq “ M（映

射的定义已经要求两者不能同时成立）。当然，我们知道这个映射本身是通

1假设我们在这里暂时仅仅考虑男人和女人两种性别。
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过每一个人的 DNA 来判断的，或者大多数时候可以通过性别特征来作粗
糙的判断。因此，这个分类的背后其实有更加深刻的概念。这个分类也会带

来一些额外的信息，例如可能男性普遍来说身高更高一点，力气更大一点，

因此有些任务可能更加适合男性。也就是说，把人分成男人和女人，是有意

义的。好了，我们已经看到了不可逆的映射，那些把一类的 x 映射为某个

y，把另一类的 x1 映射为另一个 y1 是有意义的。实际上，将来我们会发现，

可逆映射反而太平庸，这样的相当于抽象和分类的映射在更深刻的问题上

才更有用。

因此，在这里，我们先定义了一般的映射，然后在定义单射和满射，再合

起来定义了可逆映射。实际上，你可以追问，那是不是可以允许有些 x P X

找不到像，以及有些 x P X 找得到多个像。对于前者，我们重新定义一下

集合 X 就可以。对于后者，可能我们就需要想办法把这样的多个像用某种

标准分开，然后分开以后各自成为一个映射。例如，4 的平方根有两个 ˘2，
但是，我们可以区分出来其中哪些大于零，哪些小于零，然后，分别构建映

射。这就是正的平方根和负的平方根的映射，也就是
?

x 和 ´
?

x，对于任

何 x ą 0。也就是说，很有可能，基于这里定义的映射，我们可以很好地处
理各种类型的关系。这也有待于我们的后续学习和运用数学中来进一步检

验这一条。

7.3 映射的复合，最简单的群和表示理论

有了集合和映射，我们可以重新定义大部分的数学概念。例如，在小

学阶段，我们学习数学是从自然数开始的。我们把自然数和用自然数来数

数当作“自然的天生就有的”东西，然后，从数数开始我们可以建立加法的

概念，以及加法之上的减法、乘法，还有乘法和减法之上的除法的概念。接

着，我们从具体运算中总结出来了运算律。最后，到了用字母表示数。这基

本上就是我们目前阶段已经学习到的算术和代数。今天，我们非常粗糙和

初步地来体会一下，数其实不是数学里面最重要的最基础的概念，也不是

天生的自然就有的，反而是运算和关系决定了数。在高等数学里面，这叫

做表示理论。我们不会去学习这个名词，但是，我们会通过例子来帮你体

会一下什么是表示理论，为什么世界往往可以由数（或者说代表数的字母，
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字母参与的算式）来描述。

为了这个目的，我们先要来学习一下映射的复合。给定两个映射 f :
X ÞÑ Y, g : Y ÞÑ Z，我们可以定义一个新的映射 g ˝ f : X ÞÑ Z：对于任意

x P X，g ¨ fpxq “ g pf pxqq。其中我们用到了 fpxq P Y，因此，g pf pxqq 存

在且唯一。这满足了 g ˝ f : X ÞÑ Z 是一个映射的要求。复合函数中先作用

的函数一般写在右侧。这样它会先作用于写在右侧括号中的原像上。

前面我们提到了给笔编号的映射（记为 L : P ÞÑ N，从笔的集合到编

号的映射），判断是否铅笔并且如果是则削尖铅笔的映射（记为 S : P ÞÑ P，

从笔的集合到笔的集合的映射），我们还提到了我们可以组合成一个决定使

用哪一支笔，告诉另一个人需要的笔的编号，然后判断一下是否铅笔，如

果是就削尖的智能映射（记为 IS : N ÞÑ P，从编号的集合到笔的集合的映

射）。这其实就是映射的复合。

具体这是如何复合起来的呢？我们看到，复合映射 IS : N ÞÑ P，把一

个数字编号变成一支笔而且是削尖了的笔。因此，它肯定先要根据数字编

号来找到相应的笔，也就是利用 L´1 : N ÞÑ P，它是映射 L : P ÞÑ N 的逆

映射。这也是为什么在之前的场景中，我们要求编号和笔之间具有一一对

应关系的原因。一一对应关系是可逆的。找到笔之后，就可以接着用上削笔

映射 S : P ÞÑ P 了。因此，IS “ S ˝ L´1。

插入符合函数的图示

现在，我们可以来描述一个原始场景下完全和数没有关系的问题了——

我们来考虑对一个硬币的状态的可能的操作。忽略抛出以后立起来的硬币，

硬币的状态只有两个，我们记作 S “ tH, T u。注意，这里的 H, T 不是数，

就是代表硬币两个状态的一套符号。你可以理解为“头、尾”状态或者“正、

反”状态。给定一个抛出以后静止在桌子上的硬币，其状态肯定是 H, T 两

者之一，也就是 S “ H 或者 S “ T。

从日常生活中，我们知道，对于一个硬币，我们只有两种操作，不翻转

（保持硬币当前状态不动）和翻转。实际上，这两个操作是映射。我们分别

记作 Î 和 X̂。上面加一个箭头符号表示这是映射不是集合。把这两个映射

明确写出来，我们有，Î pHq “ H, Î pT q “ T，Î pHq “ T, Î pT q “ H。

我们来考虑一下所有的可能的从 S到 S的映射。由于 S只有两个元素，

因此，从 S到 S的映射只能有四个：除了上面的 Î 和 X̂，还有 Ĥ 和 T̂，前
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者把所有的状态都映射为 H，后者把所有的状态都映射为 T。后两者不是

满射，我们暂时仅仅考虑前面两个满射，Î 和 X̂。

我们来作一下 Î 和 X̂ 的复合映射。通过画下面的图，我们很容易就能

发现，Î ˝ Î “ I, Î ˝ X̂ “ X, X̂ ˝ Î “ X, X̂ ˝ X̂ “ I。从直觉上这也很好理

解，两次不翻转合起来是不翻转，先翻转后不翻转合起来是翻转，先不翻转

后翻转合起来是翻转，两次翻转合起来是不翻转。到现在为止，我们的硬

币问题仍然没有出现任何数。但是，你有没有发现，这里的 Î 和 X̂ 的复合

映射的关系，使得 Î 和 X̂ 看起来很象很象 1 和 ´1：1ˆ 1 “ 1, 1ˆ p´1q “
´1, p´1q ˆ 1 “ ´1, p´1q ˆ p´1q “ 1。在这个意义上，我们就用 1 和 ´1 分
别来表示不翻转和翻转操作 Î 和 X̂。到这里，忽然我们的硬币翻转问题出

现了数和乘法，而且这个数和乘法正好描述了对硬币的操作以及这些操作

之间的复合映射关系。我们已经提过，映射代表了对对象的操作，远远要

比数的运算适用范围大得多。但是，你看，从映射出发，考虑复合映射，自

然地我们回到了数以及数的运算。这是为什么世界往往由数和运算来描述：

对这个世界中的对象的操作，以及这些操作之间的复合关系，导致了数和

运算的出现，或者说往往被数和运算来表示。

为什么我们优先讨论这两个可逆映射，而不是把这四个都放在一起来

讨论呢？将来我们会学习到一个叫做群的东西，就是对一个对象的所有的

可逆操作的集合，操作之间具有复合关系。在数学和物理学的研究中，我们

往往需要用到合适的数学结构来表示群（以及建立在群的基础之上的更加

复杂的数学结构）。

当然，实际上，我们可以尝试给更加一般的映射找到合适的数学结构。

例如，

习题 7.1 (全部四个映射之间的复合关系). 请你来写出来全部四个映射之间
的复合关系，然后，试一试是不是能够找到合适的数学结构来表示这四个

映射，从而这些数学结构之间的某种乘法运算正好就是这四个映射之间的

复合关系。这个问题有点难，你可能得学一点点矩阵运算之后再来找这样

的数学表示。

小知识 7.1 (Dirac 符号). 在学习矩阵之前，我们还可以用基于前面提到
的 H, T 的符号来给这四个映射找到一个数学表示。将来，这一套表示会

在认识世界中，尤其是量子的世界中，发挥巨大的作用。我们考虑一个从



76 第七章 映射初步

S “ tH, T u 到 t0, 1u 的映射。稍后我们会发现为什么需要这个映射。同
样，我们只考虑到满射。定义域和陪域都只有两个元素，因此满射只有两

种：H Ñ 1, T Ñ 0，以及 H Ñ 0, T Ñ 1。
我们把前者记作 xH|，后者记作 xT |。稍后我们也会看到为什么我们用

这个记号。然后，我们引入两个新的记号，|Hy 和 |T y。前者代表硬币状态

H，也就是从定义域中选取了 H；后者代表硬币状态 T，也就是从定义域

中选取了 T。然后，我们约定下面的计算规则，

xH| Hy “ 1, xH| T y “ 0,

xT | Hy “ 0, xT | T y “ 1.

(7.1)

(7.2)

在这个运算规则下，我们发现，xH| 就起到了第一个映射的作用，xT | 就起

到了第二个映射的作用。也就是说，运算规则算式 p7.1q 和算式 p7.2q 下，
xH| 和 xT | 就是前面提到的映射的一种表示。

注意，我们最终的目标，不翻转和翻转操作，是从 S “ tH, T u 到 S “

tH, T u 的映射。现在我们有了从 S “ tH, T u 到 t0, 1u 的映射的表示 xH|

和 xT |，我们能不能在此基础上，再把上面的不翻转和翻转映射也构建起来

呢？

我们这样来想，xH| 把 H 映射为 1，因此，如果再配上一个 |Hy 在后

面，那就得到了把 H 映射为 H，|Hy xH|。

类似地，|Hy xT | 把 T 映射为 H；|T y xH| 把 H 映射为 T；|T y xT | 把

T 映射为 T。

有了这四个操作，我们终于有了翻转和不翻转的表示，

Î “ |Hy xH| ` |T y xT | ,

X̂ “ |Hy xT | ` |Hy xT | .

(7.3)

(7.4)

习题 7.2 (Dirac 符号下算赋的验证 1). 请验证算式 p7.3q 和算式 p7.4q 的算
赋，结合运算规则算式 p7.1q 和算式 p7.2q，正好就是映射不翻转 Î 和翻转

X̂ 作用到硬币状态 H, S 上的效果。

习题 7.3 (Dirac 符号下算赋的验证 2). 请验证算式 p7.3q 和算式 p7.4q 的算
赋，结合运算规则算式 p7.1q 和算式 p7.2q，正好就是映射不翻转 Î 和翻转
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X̂。这次你来通过计算这些映射之间的复合关系完全相同的方式来验证。也

就是，验证 Î Î “ Î , ÎX̂ “ X̂, X̂Î “ X̂, X̂X̂ “ Î。

一旦我们作了这个验证，那我们就可以再一次得到 Î , X̂ 可以分别用数

1,´1 以及它们之间的乘法来表示。你看，我们再一次从完全没有数的一堆
H, T 之类的符号，得到了数和运算，并且用这些数和运算来表示对硬币的

翻转和不翻转操作。

这就是数学，给现实世界准备好描述它们的数学结构。

7.4 三个元素的集合到自身的映射 ˚

上一节我们已经学习了两个元素的集合上的映射。这一节，我们来试试

三个元素的集合上的映射。记这个三元素集合为 T “ t1, 2, 3u。其中 1, 2, 3
仅仅是代表这个集合中的三个不同元素的记号。它们之间没有任何关系。

跟之前一样，我们主要考虑满射。由于需要是满射，从三个元素映射到

三个元素，必然也是单射。否则，当有两个或者以上的元素映射为同一个元

素的时候，则肯定有的元素没有原像，也就不可能是满射。于是，这样的映

射既是满射又是单射，合起来必须是可逆映射。那么，T到其自身的映射可

能有哪些呢？我们一个个来列举一下。

例如我们从元素 1 开始，其像可能为 1, 2, 3 三者之一。确定了 1 的像
之后，我们来确定 2 的像。这时候有两个不同选择——1 选中的像就不能
再选为 2的像了。最后，3的像只能是除了前两个像之外的第三个元素。也
就是只有一种选择。合起来，我们有 3 ˆ 2 ˆ 1 “ 6 种映射。我们把它们都
写出来，并且给一个记号。

映射 e : T ÞÑ T 的原像和像分别为：e p1q “ 1, e p2q “ 2, e p3q “ 3。映
射 g1 : T ÞÑ T 的原像和像分别为：g1 p1q “ 2, g1 p2q “ 3, g1 p3q “ 1。映
射 g2 : T ÞÑ T 的原像和像分别为：g2 p1q “ 3, g1 p2q “ 1, g1 p3q “ 2。映
射 f1 : T ÞÑ T 的原像和像分别为：f1 p1q “ 1, f1 p2q “ 3, f1 p3q “ 2。映
射 f1 : T ÞÑ T 的原像和像分别为：f2 p1q “ 3, f2 p2q “ 2, f2 p3q “ 1。映射
f3 : T ÞÑ T 的原像和像分别为：f3 p1q “ 2, f3 p2q “ 1, f3 p3q “ 3。

我们直觉上可以看到，e 相当于不变映射；g1 大概相当于把这三个数

做了一个往前推一步，当得到的结果大于 3 的时候，把得到的结果减去 3，
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重新找到一个原始集合 T 的元素；g2 大概相当于把这三个数做了一个往前

推两步，当得到的结果大于 3的时候，把得到的结果减去 3，重新找到一个
原始集合 T 的元素；f1 相当于把第一号元素保持不变，其他两个元素互换；

f2 相当于把第二号元素保持不变，其他两个元素互换；f3 相当于把第三号

元素保持不变，其他两个元素互换。

现在我们来考虑这些映射之间的复合。首先，由于 e 是不变映射，因

此任何其他映射 gl 或者 fl 和 e 的复合，都得到那个映射它自己，也就是相

应地 gl 或者 fl。也就是 e ˝ gl “ gl ˝ e “ gl，e ˝ fl “ fl ˝ e “ fl。

其次，g1 ˝ g1 “ g2，连着两次往前推一步，合起来是推两步。类似地，

g1 ˝g2 “ e “ g2 ˝g1，推三步相当于不变；g2 ˝g2 “ g1，推四步相当于推一步。

于是，我们发现，e, g1, g2 之间的关系很象 1, q, q2，只要满足 q3 “ 1 就行。
当然，这里我们还不知道什么样的 q，除了 q “ 12之外还满足 q3 “ 1。未来
等我们学习到复数，就可以发现这样的 q 确实存在。假设我们找到了这样

的 q，我们就再一次从映射、映射的复合走到了数和数之间的乘法运算。

其实，直觉上，我们还可以构建另一个表示：在圆环上，选择三个距离

相等的点，顺时针地记作点 1, 2, 3。然后，e 就是不转动圆环，g1 就是逆时

针转动一步，g2 就是逆时针转动两步。转动三步的时候，自然就回到原始

的样子，也就是相当于没有转动。

插入圆环上顺时针编号，逆时针旋转的示意图。

加入 fl 之后，复合映射的关系会复杂一些，我们把它编制成下面这张

表。其中行对应的映射放在左边（后作用），列对应的映射放在右侧（先作

用）。我们发现，这个表的每一行和每一列，每一个映射必须而且只能出现

一次。我们来尝试理解一下这是为什么。

我们给这个 6 个元素的集合一个记号，G6 “ te, g1, g2, f1, f2, f3u。首

先，我们发现，在复合映射下，每一个映射都可以看作是 G6 到 G6 的映

射。例如，e : G6 ÞÑ G6 的规则是 e pgq “ e ˝ g “ g, @g P G6。换一个试试，

g1 : G6 ÞÑ G6 的规则是 g1 pgq “ g1 ˝ g, @g P G6。我们说，g1 pgq 不会重复出

现，也就是不存在 g ‰ g1 P G6 满足 g1 pgq “ g1 pg
1q。

我们来用反证法，假设存在这样的 g ‰ g1，使得 g1˝g “ g1˝g
1。由于 g1是

2当 q “ 1 的时候，e, g1, g2 都被表示为 1。这个显然不是理想的情况，因为我们知道
e, g1, g2 各不相同。
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可逆映射，也就是在像和原像之间存在着一对一关系，我们发现，g必须等于

g1，否则，只要某一个 j P T有 g pjq ‰ g1 pjq，则必然有 g1 pg pjqq ‰ g1 pg
1 pjqq。

不会重复出现，又要和每一个映射去复合，因此，只能每一个都出现一

次。也就是说，在复合映射下，每一个映射也都 G6 到 G6 的可逆映射。

列的情况也一样。因此，我们得到了每一行每一列每一个 G6 的元素必

须而且仅仅出现一次的结果。你有没有发现，这个和“数独”（Sudoku，每
行每列每个宫格每个数只出现一次的含义）游戏很像很像。你可能觉得数

独就是一个编出来的游戏而已。现在，我们似乎看到了数独后面的数学结

构。

习题 7.4 (数独游戏). 请你查一查，数独游戏是什么，其背后的数学都有什
么。提示：例如，你可以查“数独”（或者“Sudoku”）、“数独和群”（或者
“Sudoku and group”）。

注意，这里的每一个映射有了两种含义：第一，在原始的语言下，它是

T 到 T 的映射；第二，在复合映射的语言下，它是 G6 到 G6 的映射。并且，

看起来，我们完全可以脱离开 T 而直接在 G6 讨论这些映射以及这些映射

的表示。

插入 g 的两种映射的示意图。

将来我们会学习到，G6 这样的集合——这个集合上有复合映射关系，

并且在每行每列中每个元素在这个复合映射关系下出现而且仅仅出现一次

——叫做群。群通常建立在对一个更加基本的对象——例如这里的集合 T

——之上，但是，也可以忘掉这个更加基本的对象，仅仅从复合映射关系出

发来研究群。

仔细观察 G6 的复合映射结果列表，我们发现，一定程度上，这个列表

是分块的：e, g1, g2 基本上构成了一个内部封闭的区域，在这个小区域内不

牵涉到 f1, f2, f3；另一方面，一旦加入了 f1, f2, f3，则这分开的两片又混合

起来了，联系起来了。

在本小节中，我们用集合 T 来定义其上的映射，然后把这些映射再看

做一个集合 G6，接着再用复合映射来定义 G6 上的映射，而且这些映射正

好是 G6 的元素自己。最后，通过这个复合映射我们初步体验了群这个数

学结构，尤其是其结构上的两面性：第一面，G6 建立在对更加基本的对象

T 的操作之上，也就是 G6 中的任何一个映射把一个 T 元素变成 T 的元素，
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维持 T 整体不变；第二面，G6 可以完全脱离其基本作用对象 T，单纯从复

合映射的角度来研究。

我们已经看到群可以从依赖对象的操作和操作之间的复合关系来看，

还可以直接从操作之间的复合关系来看，仅仅名义上需要一个对象实际上

不再需要对象（也就是不再需要明确地看到集合 T 内部的元素在映射 g 之

下导致的原像-像关系）；而且，这两个视角之间还可以转换。这一点非常重
要，未来会启发一个非常非常的数学结构“范畴”的提出。

插入群的两个视角的示意图：三个集合 T，两次映射操作，整合起来，

成为复合起来的映射，显示每个元素；三个点，每个点代表一个集合，两个

映射箭头符号，不显示元素，直接作用到集合上，合起来成为复合映射；一

个点，两个映射箭头符号，合起来成为一个符合映射的箭头。

7.5 推荐阅读材料

7.6 作业

7.7 本章小结

可逆映射和解方程。
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–

8.1 从集合到命题

一个命题是关于对象之间关系的一个判断句。我们已经知道集合可以

用来清楚地指代对象。那么，集合可以用来指代命题吗？可以，通过集合之

间的关系。既然命题是对象之间的关系，对象对应着集合，则对象之间的关

系就成了集合之间的关系。

让我们从日常语言的例子开始。注意，日常语言的模糊性比较大。例

如，我们说，“人总是要吃饭的”1。这是一个判断句，是“人”和“需要吃饭

的”之间的关系的一个命题。在这里，假设“人”这个集合是明确的，并且

进一步明确为“活着的和还希望继续活着的人”。也就是说，我们假设这个

集合是可以定义的，具有明确的元素的2。我们再来看看“需要吃饭的”这

个集合是不是可以定义。首先，我们需要把“饭”拓展和明确一下。原则上，

如果指的是大米饭，或者中餐、法餐等任何一个具体的餐饮的种类，则人其

实可以不吃这样的具体的饭的种类的。因此，我们把“饭”看作是“能量输

入”3。于是，“人总是要吃饭的”就成了“活着和还希望继续活着的人总是

需要摄入能量的”。这里还有一个程度副词“总”需要进一步明确一下。“总”

在这里有两个意思：“都”和“总有一天，也就是很长时间以后，最终”。因

1这就是“人是铁，饭是钢，一顿不吃饿得慌”这句话的朴素说法。
2实际上，还真的不一定满足明确性的要求。
3或者也可以更具体一点“生物形式的能量输入”，从而来和“电能”之类的能量输入区

别开来。不过，为了讨论的方便，放大一点到“能量输入”也可以。

81
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此合起来就是，“每一个活着和还希望继续活着的人过了足够长时间以后是

需要摄入能量的”。我们把“每一个活着和还希望继续活着的人”看作集合

A，把“过了足够长时间以后需要摄入能量的”事物看作集合 B。然后，我

们说，这个命题被表示为“A ñ B”，其含义是任何一个来自于 A 中的元

素，必然属于 B。也就是集合具有包含关系 A Ă B。

那么，这个命题是否成立呢？也就是集合 A, B 是否真的具有包含关系

A Ă B 呢？这是另外一个问题，称作命题的检验或者证明。这可以通过逻

辑检验和事实性检验来完成。我们稍后正式学习逻辑的时候，我们再来讨

论如何判断命题是否成立的问题。

让我们再举一个数学语言表达的例子——“所有的偶数都是整数”。其

含义，用集合的语言就是，偶数的集合（记作 A2Z）中的任何一个元素，必

然是整数的集合（记作 Z）中的元素，也就是 A2Z Ă Z。

通过这两个例子，我们发现，命题就是集合之间的包含关系。

8.2 什么是和为什么需要逻辑？

让我们从一个日常生活的例子开始。我们假设“天下雨，地就湿”成立，

来看看“天不下雨，地就不湿”、“地湿了，天下雨了”、“地没有湿，天没有

下雨”这三句话是否成立。

注意，我们没有一开始就去检验“天下雨，地就湿”是否成立哦，而是

假设“天下雨，地就湿”成立。当然，如果你愿意，我们也可以先来做一个

“天下雨，地就湿”是否成立的事实性检验。既然“天下雨”了，肯定有降

水。这个水肯定都有地方去。当然，我们可以把降水区域全都保护起来，把

雨水收集起来，一点都不让这些个雨水接触地面。但是，一般情况下，这样

做的成本也太高了，也不太可能做到对降水区域的完全覆盖。因此，在日常

语言的范围内，我们认为“如果天下雨了，那么（总有那么一小块）地（地

球的表面）就湿（沾了雨水）”成立。你看，一旦进入到事实性检验，我们

需要关注很多细节。不过，让我们暂时接受“天下雨，地就湿”成立。

我们关注的问题是，假设“天下雨，地就湿”成立，来看看“天不下雨，

地就不湿”、“地湿了，天下雨了”、“地没有湿，天没有下雨”这三句话是

否成立。
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“天不下雨，地就不湿”是否成立，我们从逻辑上不能做判断。但是，从

事实上，洒的水浇的水，以及更多其他方式，都可以导致地湿。因此，“天

不下雨，地就不湿”是不成立的。但是，我们还是没有回答，是不是可以从

假设“天下雨，地就湿”成立来得到“天不下雨，地就不湿”。我们稍后回

到这个问题。

“地湿了，天下雨了”是否成立，我们从逻辑上不能做判断。但是，从

事实上，地湿了可以来自于洒的水浇的水，以及更多其他方式，而不一定

是天下雨。因此，“地湿了，天下雨了”是不成立的。但是，我们还是没有

回答，是不是可以从假设“天下雨，地就湿”成立来得到“地湿了，天下雨

了”。我们稍后回到这个问题。

“地没有湿，天没有下雨”是否成立，我们来试试从逻辑上做一个判断。

这个命题在同样的前提（“地没有湿”）下，如果不成立，则肯定结论是“天

下雨了”。但是，根据“天下雨，地就湿”，我们发现，这个前提“地没有湿”

就不成立。任何一个命题，前提的成立是一个假设，也就是“地没有湿，天

没有下雨”的含义是“如果地没有湿，那么天没有下雨”，因此前提不能不

成立的4。于是，我们得到了“地没有湿，天没有下雨”不成立的结论是不

成立的。也就是，“地没有湿，天没有下雨”只能是成立的5。

那么，是不是可以把前面的四个命题之间的关系，尤其是，其中第一个

可以用来证明第四个这样的关系，推广到一般的命题上去，从而更多地时

候我们可以不依赖于事实性检验来判断命题的真假呢？也就是说，如果我

们从事实性判断已经肯定了某个命题的成立6，则我们就可以从这个命题出

发来论证其他命题是否成立。

这样大大增加了判断命题是否成立的效率。这也使得研究者可以实现

分工，一部分人从事事实性检验的工作，另一部分人从事按照已知甚至已

经假设成立的命题出发来论证其他命题的工作。其实，后一部分就是数学

家和各个学科的理论研究者，前一部分是各个学科的实验研究者。当然，除

了进行对后一部分的研究者假设的和得到的命题做检验，前一部分研究者

4这里，我们用到了反证法，我们会稍后用集合的语言来展示反证法确实是成立的。
5这里我们用到了逻辑的一个性质：一个命题只能要么成立要么不成立，两者必须而且

只能取其一。后面，我们也会用集合的语言来说明这个性质。
6事实性判断是否可以推断出概念性命题成立，这是一个问题。一般来说，事实性判断

只能推断一个概念性命题不成立。后面我们会回到这个问题。



84 第八章 逻辑学初步

还给后一部分研究者提供启发，构建新的命题体系的启发。

逻辑就是由于这个更加高效率地判断命题是否成立，从而尽可能地依

靠非事实性检验，而建立起来的知识体系。回到前面提到的四个命题，用数

学符号来表示就是，原命题 R “ 1 ñ W “ 1，否命题 R “ 0 ñ W “ 0，逆
命题 W “ 1 ñ R “ 1，逆否命题 W “ 0 ñ R “ 0。其中 R “ 1 表示下雨，
R “ 0 表示没有下雨，W “ 1 表示地湿，W “ 0 表示地不湿。更一般地，
从一个原命题 A ñ B 出发，我们把否定了前提否定了结论的命题 A ñ B

称作否命题，把颠倒了前提和结论的命题 B ñ A 称作逆命题，把否定了前

提否定了结论的又颠倒了前提和结论的命题 B ñ A称作逆否命题。我们可

以看到，逆否命题的逆否命题就是原命题。也就是原命题和逆否命题互为

逆否命题，或者称作具有逆否命题关系。可以检验，否命题和逆命题之间也

是逆否命题的关系。

习题 8.1 (否命题和逆命题). 证明否命题和逆命题之间互为逆否命题。

稍后我们就会看到，逻辑告诉我们说，原命题和逆否命题完全等价。那

么，逻辑是如何来展示这样的等价性的呢？或者说，更一般地，是如何从一

个命题来证明或者导出另一个命题的呢？提供方法来帮助研究命题之间的

关系，就是逻辑。

从上面这些例子中，我们粗糙地看到了什么是逻辑以及为什么我们需

要逻辑。人们研究科学根本上，是为了得到一些和现实相符的命题，甚至在

这个现实真的出现之前。我们固然可以通过把这个现实实现，然后再来和

这个命题相比较的方式来检验每一个这样的命题。但是，我们还可以从基

于每一个命题涉及到的具体事实的判断走到基于超越事实的一般性的判断

方法——这就需要逻辑。效率更高，或者说，把逻辑判断和事实判断分开进

行。如果逻辑判断都通不过，则不再需要进行事实判断。或者说，只要从事

实开始构建出来了一个和当前所有已知的事实不矛盾的命题的体系——所

谓体系就是有一些基本的命题当作基础其他的命题建立在这些基本的命题

之上，则先运用这个命题的体系来判断命题的真假。最后，我们只需要把这

些基本的命题做一个事实性检验，而不需要每一个命题都做事实性检验。

当然，在关于现实世界对象的科学研究中，我们强调每一个依赖逻辑

体系得到的命题，仍然得做事实性检验；同时，我们还强调，基于已有事实

构建的逻辑体系本身一旦发现了新的和这个逻辑体系冲突的新的事实，则
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得重新构建包含了新的事实的逻辑体系。

8.3 逻辑三律和演绎逻辑

前面，我们已经看到，命题就是集合包含关系，命题可以成立——称做

这个命题的真值为真，也可以不成立——称做这个命题的真值为假。下面，

我们来介绍逻辑的基本概念。

让我们首先从逻辑变量开始。我们把一个命题 A ñ B 的真值当作一个

逻辑变量 l，其可能为真记作 l “ T 或者 l “ 1，可能为假记作 l “ F 或者

l “ 0。用集合的语言，l “ 1 意味着 A Ă B，l “ 0 意味着 A Ć B，也就是

存在着 α P A, α R B。

我们首先说，任何一个逻辑变量 l其取值必须是 l “ 1或者 l “ 0，并且
不能两者同时成立。前者称为排中律，后者称为无矛盾律。注意 l “ 1 或者
l “ 0 互为否定（l “ 1 ô l̄ “ 0），如果两者可以同时成立，就产生了矛盾。
排中律的意思是，原命题（l “ 1）和否命题（l̄ “ 1，也就是 l “ 0）必须有
一个成立。我们可以直接从逻辑的基本性质出发来构建逻辑的知识。不过，

既然我们学习了集合，我们还可以从集合来理解或者说建构逻辑的知识。

为什么 l “ 1 和 l “ 0 必须而且只能取其一？让我们回到命题 A ñ B

的集合表示 A Ă B，也就是判断是否 @α P A, α P B 的问题。首先，根据集

合元素的确定性，@α P A，α P B 的问题是一个可以明确回答的问题。如果

“是”，则 l “ 1，如果“否”则 l “ 0。而且，这个答案不能是“是、否”两
者都成立，因为集合的元素确定性说了“一个元素 α 是否属于一个集合 B

有且只有一个答案，要么是要么否”。因此，逻辑中的排中律和无矛盾律都

来自于集合元素的确定性。

我们还注意到，集合元素还有一个互异性，也就是一个东西只在一个

集合中出现一次，只要是这个东西（对应着的记号、名称）那么就是这个东

西。这就是逻辑的同一律。

好了，我们有了逻辑三律——同一律、排中律和无矛盾律，并且它们都

来自于集合的性质，也就是集合元素的确定性和互异性。
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8.3.1 三段论

有了作为逻辑知识的基础的逻辑三律实际上来自于集合知识这个认知，

我们就可以来讨论三段论这个演绎证明的形式了。在后面的讨论中，绝大

多数情况下，我们都从集合的知识开始。

让我们从三段论的一个著名例子开始：

大前提：所有人都是要死的，

小前提：苏格拉底（Socrate）是人，
结论：所以苏格拉底（Socrate）是要死的。

所有的三段论都可以被标准化为这样的“大前提、小前提和结论”的三段的

格式，所以被称为三段论。用集合的语言，我们重新表述一下，就是

大前提：H Ă M，

小前提：s P H，

结论：s P M。

其中 H 表示所有人的集合，M 表示所有要死的（具有有限的寿命的）事物

的集合，s 代表苏格拉底（Socrate）。
插入苏格拉底是要死的的示意图，两个具有包含关系的集合，一个元

素，标上图中的符号。

我们来看看为什么这个成立，从集合的角度。首先，已知 H Ă M，也

就是 @h P H, h P M。其次，我们还已知 s P H。于是，自然地，s P M，也

就得到了最后的结论。也就是说，所谓逻辑中的三段论演绎法不过就是集

合的包含关系的基本定义。只要假设集合元素的确定性（以及平庸的互异

性和无序性）是正确的，那么，自然三段论演绎法就是正确的。

注意，三段论演绎法的每一段话都是一个命题，并且从前两个命题，得

到了后一个命题。也就是说，三段论演绎法可以用来建立命题之间的导出

关系，做命题的论证。

编制一些三段论的应用题

8.3.2 逆否命题的等价关系和反证法

反证法是逻辑证明中另一个常用的方法。我们来看看它的基础是什么，

为什么成立。为此，我们需要先讨论逆否命题的等价关系。



8.3 逻辑三律和演绎逻辑 87

我们已经知道，原命题 A ñ B 的集合表示是 A Ă B。同样地，命题

B ñ A 的集合表示是 B Ă A。其中，A, B 分别是集合 A, B 的补集。注意，

既然可以讨论补集，则肯定有一个天然定义好的全集 I。例如，在“天下雨”

的例子中，“天下雨”的反面就是“天不下雨”，合起来的全集就是“天下雨

或者不下雨”。下面，我们来证明 A Ă B 就是 B Ă A。

我们先通过画图来建立一个直觉，然后再用集合的语言来证明。首先，

从 A Ă B 看到，集合 A 被包含在 B 里面，两者都在全集 I 里面。于是，

我们自然可以看到 A 的补集更大，包含了 B 的补集。一个集合的补集是那

些不在这个集合但是在全集里面的元素的整体。

插入 A Ă B 和 B Ă A 的示意图。

定理 8.1: 逆否命题集合关系

逆否命题集合关系]A Ă B ñ B Ă A。

证明 8.1. 选择任意一个 B 中的元素 x，x P I, x R B。我们来证明

x P A。这就要求我们证明 x R A, x P I。第二条自然成立。我们来看

第一条。由于任意的 x，两种关系中 x P A 和 x R A 有且只有一种成

立。我们只要证明了 x P A 不成立，则肯定 x R A 成立。

根据 A Ă B，任意的 x P A 有 x P B。我们这里已经有了 x R B，所

以，x P B 不成立。因此，x P A 也不成立。

在证明过程中，我们多次用到了集合元素的确定性，或者说等价地，逻

辑三律。

定理 8.2: 逆否命题等价性

逆否命题等价性]A ñ B ùñ B ñ A。

证明 8.2. 根据命题和集合的关系，A ñ B 等价于 A Ă B，A Ă B ñ

B Ă A，而 B Ă A 和 B ñ A 等价，因此，A ñ B ùñ B ñ A。

或者，连起来写成

A ñ B ðñ A Ă B ðñ B Ă A ðñ B ñ A. (8.1)
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或者，也可以写成更方面阅读的形式，

pA ñ Bq ðñ pA Ă Bq ðñ
`

B Ă A
˘

ðñ
`

B ñ A
˘

. (8.2)

既然原命题和逆否命题是完全等价的，那么，当我们证明原命题 A ñ B

有困难的时候，我们就可以尝试来证明逆否命题，也就是 B ñ A。也就是

先试着假设结论不成立，看看能否推导出来前提也不成立。如果可以，则仍

然相当于证明了原命题。

编制一些反证法的应用题

8.3.3 逻辑变量的运算

有的时候，我们需要把若干个命题合起来组成一个整体的命题，例如

“天下雨，地就湿，而且地就滑”7，例如“偶数是整数，并且不是奇数”，“合

数是整数，并且不是质数”，“偶数是整数，并且是合数”，“偶数是质数，或

者合数”等等。这时候，我们就需要来做若干个逻辑变量的运算。基本的逻

辑变量的计算包含三种，非（␣l），与（l1 ^ l2），或（l1 _ l2）。它们的计算

规则分别是

␣l “

$

&

%

0 l “ 1

1 l “ 0
(8.3)

就是把逻辑变量的值反过来。

l1 ^ l2 “

$

&

%

1 l1 “ 1, l2 “ 1

0 其他
(8.4)

就是只有两个逻辑变量的取值都为真的时候，才为真，否则为假。

l1 _ l2 “

$

&

%

0 l1 “ 0, l2 “ 0

1 其他
(8.5)

就是只需要两个逻辑变量的任意一个取值都为真的时候，都为真，否则为

假。

7同样地，如果要成为命题，首先得是集合，含义要明确，因此，如果我们真的来讨论
这个命题我们还得定义“滑”。



8.4 逻辑是共通的普适的吗？ 89

8.4 逻辑是共通的普适的吗？

在接受集合知识的前提下，只有这一种，是普适的。可能是人类的大脑

受到现实的刺激而演化从而自洽形成的。

还有人在追求可能的另外一套逻辑。同样，只要是基于公理化体系的，

在公理本身被接受的范围内，可以自洽。但是，迄今为止，没找到这样一套

不同的逻辑。

8.5 逻辑和批判性思维

学会了逻辑，首先就是用来给命题做效率更高更准确的判断的。也就

是前面提到的通过命题来证明命题，而不是每个命题都依赖于事实性检验。

毕竟，事实性检验的成本高很多，但是通过命题来证明命题是可以在我们

的脑子里面来完成的，往往成本低很多。

但是，学会了逻辑，还有可以支撑一个更加重要的思维方式或者说思

维习惯，那就是批判性思维，也就是“我从来不把没有经过我自己的理性检

验的命题放入到我的认知结构之中”。这里的理性检验包含逻辑论证和事实

性检验。事实性检验一般通过做实验来进行。

例如，我可以告诉你“地球是圆的”、“地球围着太阳转”、“三角形的内

角和是 180˝”、“两直线平行则同位角相等”等等一系列的命题，但是，只

有经过你自己的逻辑论证可以被证明的，或者是通过了事实性检验的命题8，

你才能接受它们，把它们放到你的脑子里面，成为你进一步提出问题和解

决问题的基础。

那么，如何来做这个逻辑检验呢？这就要靠知识的公理化体系。在数学

和科学知识中，人们往往从定义和公理来构建整个知识体系。也就是说，无

论受到现实的启发，还是受到现有知识体系中的问题（例如发现，应该由某

个定理，但是目前这个定理还没有得到证明，逻辑链条还不通）的挑战，还

是受到来自于自身想象力的启发，人们会提出一些定义，提出一些公理也

就是假设成立的命题，然后，人们企图从这些定义和公理出发来得到定理。

8再次强调，事实性检验只能否定命题，不能真的证实命题。见后续逻辑和科学的关系
的讨论。
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我们学习的时候也一样，首先，至少要能够自己来从定义和公理来推导出

来定理。其次，更高的要求是，我们也能够受到相应的启发自己去尝试“独

立地再一次”提出定义或者公理，猜测出来定理，然后再来证明这些定理。

只有这样自己来发展和构建起来这个公理化的知识体系，我们将来在遇到

问题的时候，就会有方向和有意识地运用合适的定义、公理和定理来提出

和解决问题，甚至运用那些启发来提出和解决问题，而不是去凑去试，看哪

一个定义、公理和定理正好可以解决某个问题。更进一步，如果我们有受到

启发的经验，我们将来遇到新场景可能也会再次受到启发，从而提出真正

的新概念、新公理，猜测和证明新定理，甚至发现新的启发。自己构建起来

和体会到知识体系，自己受到了和体会到了促使发展新概念、新公理和新

定理的启发，从而具有了自己来面对新场景、再次受启发从而提出和解决

问题的可能性，甚至形成这样的习惯和随时准备好这样做的意愿，就是理

解型学习的目标 [2]，就掌握了高层知识生成器。

下面我们来看几个把演绎逻辑用于批判性思维的例子。

实际上，基于集合和命题的整个知识体系，有可能会有问题——并不

是所有的命题都可以判断其是否成立。我们在下面这个小知识中来给大家

做一个小小的展示。

小知识 8.1 (说谎者悖论和理发师悖论). 有一个人经常说谎，然后，他宣称
“我在说谎”。我们来看看这句话是否成立。首先，如果这句话成立，那么

“我在谎言”本身是谎话，谎言的意思是这句话不成立。产生了矛盾。如果

这句话不成立，那么，说谎的反面就是说真话，也就是“我在说真话”。只

要这句话是真话，我们又回到了第一种情况。在此产生了矛盾。

在这里，我们用到了一个逻辑的基本性质，任何一个命题其要么成立

要么比成立，两者必须而且只能居其一。按照集合的基本要求，给定任何一

个集合，任何一个元素要么属于这个集合要么不属于这个集合。我们如果

把所有的成立的命题构成一个集合 Tp。那么任何一个命题 l，根据集合元

素的确定性，要么属于这个集合要么不属于这个集合。

于是，上面这个说谎者悖论表明了：“任何一个命题其要么成立要么不

成立，两者必须而且只能居其一”必然导致“有的命题是否成立不能被判

断”，或者“有的命题的真值不是成立和不成立两者必须而且只能取其一

的”。
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我们再来看另一个例子：小镇上有一个理发师，他宣称他不给自己理

发的人理发，但是同时他给所有不是自己理发的人理发。这个规则在不牵

涉到他自己的时候是逻辑上完全没有问题的。但是，我们来看看，他怎么把

这个规则用于他自己。如果他决定给他自己理发，则他就是那个给自己理

发的人，按照其规则，他不能给自己理发的人——在这里就是他自己——

理发，因此，产生了矛盾。如果他决定不给自己理发，则按照其规则，他就

必须给不给自己理发的人——在这里就是他自己——理发，因此，有产生

了矛盾。因此，这条规则是自我矛盾的。

Russell 给这个理发师悖论构建了一个集合的语言来描述。首先，定义
一个集合 S 为“所有的不包含自身的集合”，也就是 S “ tx|x R xu。这个定

义中用到了对于一个集合自身是否包含在这个集合之中的判断。按照集合

的元素的确定性——给定一个集合，对于任何一个元素，这个元素在属于

和不属于这个集合之间必须而且只能有一项成立，这个判断确实可以被执

行。

当然，我们之间遇到的集合，都不会去判断这个集合本身是不是这个

集合的元素。例如，自然数集合的元素是一个个的自然数，从来不会说，自

然数集合本身是否属于自然数集合。但是，这个问题仍然允许被问。

接着 Russell 问，那么，S 是否属于 S 呢？假设 S P S，那么按照 S 的
定义 S “ tx|x R xu，刚好违反了这条定义，因此，S R S。但是，只要 S R S，

则按照 S 的定义，这个 S 就刚好符合这个定义，因此，S P S。矛盾。

看起来，所有的矛盾的根源都在集合元素的确定性——也就是给定一

个集合，对于任何一个元素，这个元素在属于和不属于这个集合之间必须

而且只能有一项成立——这一条上。

那这个问题到底怎么解决呢？留给你去思考，或者进一步学习。

顺便，从批判性思维的角度，这其实是运用逻辑进行了对集合论和逻

辑的本身的批判性思维。

8.6 逻辑和数学、逻辑和科学

Karl popper 的可证伪性。
数学的语言为讨论逻辑学问题提供基础，逻辑学的基础问题成为数学
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的研究对象。

8.7 推荐阅读材料

8.8 作业

8.9 本章小结



第九章 一元函数

–

当一个映射是建立在两个关于数的集合之间的时候，我们就称这个映

射为函数。在这一章中，我们来学习什么是一元函数以及几个一元函数的

例子。

9.1 一元函数当作一个吞吐机

一元函数是把一个数变成另一个数的一个映射。例如，f pxq “ x ` 1，
是一个从实数集合到实数集合的映射。我们可以验证其满足映射的要求：对

于任意一个实数 x P R，存在着唯一的 f pxq “ x ` 1 P R。顺便，为了熟悉
一下满射和单射的概念，我们还可以验证这是映射是满射和单射。

习题 9.1 (f pxq “ x` 1 是满射). 证明 f pxq “ x` 1 是满射，也就是对于任
何一个 y P R，可以找到原像 x P R 使得 f pxq “ y。

习题 9.2 (f pxq “ x` 1 是单射). 证明 f pxq “ x` 1 是单射，也就是对于任
何一个 x1 ‰ x2 P R，f px1q ‰ f px2q P R。

注意，当我们把 f pxq “ x` 1 看作是从非负整数集合 Z˚ 到 Z˚ 的映射

的时候，就不再是满射了。因此，一个映射是不是满射和单射是和这个映射

的定义域和陪域相关的。有的时候，人们也定义一个叫做值域的集合，也就

是所有的像的集合 fX “ ty|y “ f pxq , @x P Xu。

习题 9.3 (f pxq “ x ` 1 是满射). 证明 f pxq “ x ` 1 : Z˚ ÞÑ Z˚ 不是满射，

并且找出来这个函数的值域。

93
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这个一元函数收到或者说吞进去一个数，吐出来一个数，特别像一个吞

吐机，特别像一个盒子。很可能正是由于这一点，函数被成为函数：“函”（古

代字形为 ）的意思是一个盒子1，“数”的意思是这个盒子吞进去和吐出

来的都是数。顺便，大多数数学和科学概念的名称，和其含义，是具有相当

程度的对应关系的。因此，学习的时候，概念的名称也不仅仅是一个任意选

的记号，而往往是可以理解的。

9.2 一元函数当作一个关系

函数，或者说映射，还有另一种理解方式，那就是关系。朴素地说，两

个东西之间的关系就是一个东西总是伴随着另一个东西出现。例如，在一

元函数这里，就是 px, f pxqq 总是一起出现，给一个 x 后面就有一个 f pxq

跟着。更一般地，关系可以定义为集合的直积集合的子集。

为此，我们先来定义两个集合的直积集合。

定义 9.1 (集合的直积). 给定一个集合 X 和一个集合 Y（可以是同一个集

合），我们把集合 X ˆ Y fi tpx, yq |@x P X, @y P Y u 称作集合 X 和 Y 直积

集合，也称为 Cartesian 积（卡氏积）2。

关系指的是 X ˆ Y 的一个子集。回到朴素的语言，来自于 X 集合的 x

和集合 Y 的 y 的关系指的就是一个有序对 px, yq。于是，一元函数就是一

个特定的关系，通过函数 y “ f pxq 构建的特定的关系有序对 px, f pxqq。

9.3 平面直角坐标系

前面我们已经学习过数轴——实数和数轴上的点一一对应3，现在，我

们用集合的直积来构建一个平面直角坐标系。平面直角坐标系的作用是让

1“函”甲金文由倒“矢”（后讹变为“水”）、一个圈（现写为“凵”）和上面可以
手提的小环（现写为“了”）组成，像收藏箭矢的袋子或盒子，本义是箭袋、箭匣。见
“汉字理解型学习”网站，https://www.learnm.org/。转引自见“汉语多功能字库”网站，

https://humanum.arts.cuhk.edu.hk/Lexis/lexi-mf/。
2这个名字来自于笛卡尔（Descartes），这个第一次用数轴的卡氏积来得到平面的人。
3尽管这个命题我们还没有证明。这个证明留给大学阶段的数学来完成。

https://www.learnm.org/
https://humanum.arts.cuhk.edu.hk/Lexis/lexi-mf/
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数对 px, yq 和平面上的点一一对应。

它是这样来建立这个一一对应关系的。首先，我们已经有了实数集合

R 和 R 的卡氏积，也就是有了数对 px, yq 的集合。接着，我们把 x 轴画成

对平方向的一条直线，并且在 x “ 0 处画一条垂直于 x 轴的直线，称为 y

轴。同时，这个交叉点也当作 y 轴的零点。这样我们就有了坐标轴——每

一个坐标轴都是一条在自己的方向上的数轴。由于这两条坐标轴成直角关

系，构成了一个平面，所以称为平面直角坐标系。

现在，我们来看看，为什么叫做“坐标系”——也就是给定任何一个数

对 px, yq，如何找到一个在上面的平面上的对应的点。我们这样来找：首先，

在 x 轴上，找到数对 px, yq 中的相应的 x 值，过这个点做一条平行于 y 轴

的直线；接着，在 y 轴上，找到数对 px, yq 中的相应的 y 值，过这个点做

一条平行于 x 轴的直线；两条直线的交点就是数对 px, yq 在平面中所对应

的点。根据几何知识，这个交点必然存在，并且唯一。

插入平面直角坐标系，标注一个点 p1, 1q 当例子。
两条坐标轴把整个平面分成了四个区域，我们也给四个区域各自一个

名字：x ą 0, y ą 0 的区域被称为第一象限，x ă 0, y ą 0 的区域被称为第
二象限，x ă 0, y ă 0 的区域被称为第三象限，x ą 0, y ă 0 的区域被称为
第四象限。由于是基于卡氏积来定义的，平面直角坐标系也经常被称为笛

卡尔坐标系。

这里我们需要用到一些几何知识，例如如何做垂线、平行线，两条不相

同的直线相交要么只有一个交点，要么没有交点。我们假设这部分知识都

已经在小学阶段的几何知识里面学习过。我们也会将来在中学阶段的几何

知识部分中心来学习，更加严格地有系统性地来学习。

9.4 一元函数当作一个图形

我们还可以把一元函数看作一个图形，只需要借用上面提到的两个实

数集合通过卡氏积构成的实数对平面，然后把每一个关系对 px, f pxqq 都画

到实数对平面上去。画的方法就是在 x 轴（通常选水平方向的那个实数轴）

上找到 px, f pxqq 中的 x 对应的点，在 y 轴（通常选垂直于水平方向的那

个实数轴）上找到 px, f pxqq 中的 f pxq 对应的点，然后做过 x 点的平行于
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y 轴的直线同时做过 f pxq 点的平行于 x 轴的直线，两直线相交的点就对

应着 px, f pxqq。把所有的这样的 px, f pxqq 都画上去就得到了对应着函数

y “ f pxq 的图形。

这样，我们就从函数得到了函数的图形。现在，我们反过来，从函数图

形试试来得到函数。

所谓得到一个函数，就是，对于任意的 x P X，我们都得找到一个而且

是唯一的一个 y P Y。这里的 X, Y 是 R。我们这样来完成这个任务：对于

任何一个 x，我们先找到 x 轴上对应的点，然后，过这个点做平行于 y 轴

的直线。只要函数在这个点有定义，则这个直线必定和图像交于一点4。由

于函数是映射，映射要求给定一个 x 有且只有一个 y “ f pxq，这个函数的

图形，在任何一个 x 点，做平行于 y 轴的直线，这条直线和函数图形只能

有一个交点。找到这个交点，过这个交点做平行于 x 的直线。这个直线和

y 轴的交点就得到了函数值，也就是 x 的像，y “ y “ f pxq。

那为什么我们要把一元函数看作图形，而且是一个“在任何一个 x 点，

做平行于 y 轴的直线，这条直线和图形只能有一个交点”的图形呢？因为

从函数的表达式来学习函数，往往给我们造成一个错觉，好像只有能够写

出来函数表达式的才叫做函数，例如 fpxq “ x ` 1，fpxq “ x2 等等等等。

但是，通过把函数和“在任何一个 x 点，做平行于 y 轴的直线，这条直线

和图形只能有一个交点”的图形联系起来，我们发现，实际上，只要有一个

满足这个要求的图形，我们就定义了函数。更进一步，为什么要求这个性质

的图形呢？不过就是为了通过 x 找到 y “ fpxq 的上面那个作直线找交点的

过程能够找到一个并且只有一个 y “ fpxq 而已。

9.5 一元一次函数

前面我们已经提到了一元函数看起来很象一个吞吐机，一元函数实际

上是一个从数的集合到数的集合的映射，有的时候一元函数可以表达为一

个表达式 y “ f pxq，一元函数实际上就是在平面直角坐标系上的一条满足

4如果函数在这个点有定义而且平行于 y 轴的直线和函数图像没有交点，则函数图像必
定也是平行于 y 轴的直线。然而，平行于 y 轴的直线不构成映射——同一个 x 对应着无
穷多个 y 的值。
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特定要求的曲线图形。

在实际使用中，表达式 y “ f pxq 形式的定义往往更加方便。因此，下

面我们开始从表达式 y “ f pxq 形式来讨论一元函数。这个时候，我们把 x

称作自变量，y 称作因变量。意思是 x 可以任意取，自己决定取什么，但是

y 呢随着 x 的确定就确定了。

其中最简单的是常数函数，也就是 y “ f pxq “ c。c P R 是一个常数，

例如 c “ 0，c “ 1。这个函数的因变量的取值 y 不依赖于自变量 x。这个函

数画成图形就是平行于 x 轴的直线，和 y 轴相交于 y 轴上的 y “ c 这个点。

不过常数函数实在太简单了，实在没什么可研究的。我们来看一个稍

微复杂一点的函数——一元一次函数，y “ kx ` b（k ‰ 0，否则就回到了
前面的常数函数）。首先，这个函数过点 p0, bq，和 y 轴相交。这样的交点

只有一个，并且我们称 b 为截距——和 y 相交和 y “ 0 点距离为 b 的点。

接着，我们发现，如果忽略这个截距，也就是暂时让 b “ 0，我们得到的是
正比例函数 y “ kx。我们很清楚这是一条直线，并且过原点。反过来，如

果我们已经得到了正比例函数 y “ kx 的图象，那么我们只需要把这个图像

整体加上一个 b——这体现为把整个函数图像上下平移距离 b，就能够得到

y “ kx` b 的图象。

因此，现在我们来关注 y “ kx 的图象。我们从一个特利 y “ x 开始。

通过描点画图法，我们可以猜测，y “ x 就是平面直角坐标系中 45˝ 方向的

一条直线：直线经过一三两个象限，而且从正中间经过。描点法的具体过程

如下：任意选择一些个 xi，算出来每一个 xi 对应的 yi “ f pxiq，组成若干

点对 pxi, f pxiqq，把这些点对一一画到图上，尽量用光滑的曲线或者折线把

这些点按照 x 的大小顺序相连，看看构成了什么图形。

类似地，y “ ´x 就是平面直角坐标系中 135˝ 方向的一条直线：直线

经过二四两个象限，而且从正中间经过。

对于更一般的 y “ kx，如果 k ą 1，则还是在一三象限中的一条直线，
但是 y 增加的更快，因此，比 y “ x 更加靠近 y 轴；如果 0 ă k ă 1，则还
是在一三象限中的一条直线，但是 y 增加的更慢，因此，比 y “ x更加远离

y 轴而靠近 x 轴；如果 ´1 ă k ă 0，则还是在二四象限中的一条直线，但
是 y 的绝对值增加的更慢，因此，比 y “ ´x 更加靠近 x 轴；如果 k ă ´1，
则还是在二四象限中的一条直线，但是 y 的绝对值增加的更块，因此，比
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y “ ´x 更加靠近 y 轴。

这样，我们就得到了 y “ kx ` b 的图象。经常我们需要在函数图像和

函数表达式之间做转换。

9.6 一元一次方程的几何含义

一元一次方程是一元一次函数反过来，也就是，在函数中我们从给定

的 x 来计算 y “ f pxq，在方程中，我们从给定的 y 来找到合适的 x 使得

y “ f pxq。我们发现，这正好是逆映射。因此，方程的求解的前提就是映射

是可逆的。

我们来看看，一元一次函数对应的映射是不是可逆的。我们先从映射

是否可逆开始。首先，实数集合到实数集合上的一元一次函数是一个满射

（留作作业），也是一个单射（留作作业），因此，肯定是一个可逆映射。

习题 9.4 (f pxq “ kx` b 是满射). 证明 f pxq “ kx` b（k ‰ 0）是满射，也
就是对于任何一个 y P R，可以找到原像 x P R 使得 f pxq “ y。

习题 9.5 (f pxq “ kx` b 是单射). 证明 f pxq “ kx` b（k ‰ 0）是单射，也
就是对于任何一个 x1 ‰ x2 P R，f px1q ‰ f px2q P R。

我们再从函数图象开始。也就是，从给定的 y 能不能找到一个函数图

象上的唯一的 x。我们这样来找：选 y 轴上的点 y，过 y 点做 x 轴的平行

线，因为一元一次函数的图象也是一条直线，因此这个过 y 点做 x 轴的平

行线必然和函数图象有且只有一个交点 P。除非 k “ 0，则 y “ b 是常数

函数，其和 y 点做 x 轴的平行线可能没有交点或者完全重合。不过，在讨

论一元一次函数的时候，我们总是先排除 k “ 0 的情况。过交点 P，做平

行于 y 轴的直线，和 x 轴交于点 Q。交点的 Q 的 x 值就是所要找的满足

y “ f pxq的 x。这个交点唯一。因此，给定 y 的对应的 x也唯一。因此，函

数可逆。

我们再来从代数式看一元一次函数是否可逆。已知 y，要找到 x 使得

y “ f pxq “ kx` b 成立。可以检验，我们只需要选 x “ y´b
k
，肯定满足上面

的要求。当 k ‰ 0 时，x “ y´b
k
存在且唯一。因此，一元一次函数是否可逆。

我们还可以通过把每一步操作反过来来看看一元一次函数是否可逆。

我们先看，给定 y 是否可以找到 z 使得 y “ z ` b 成立。这个时候已知的 y
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就是给未知的 z 增加了 b，因此，反过来就是 z “ y ´ b。这里我们用到了

加法的逆运算是减法。我们再来看，给定 z，是否可以找到 x 使得 z “ kx

成立。这个时候，已知的 z 不过就是未知的 z 称以 k，只要 k ‰ 0 这个计
算就可以反过来，得到 x “ z

k
。这里我们用到了乘法的逆运算是除法。合起

来就是 x “ y´b
k
。

将来判断更一般的方程是否有解和求解的时候，也类似，可以从映射

是否可逆来考虑，从函数曲线的角度来考虑，从把每一个运算逆过来来考

虑，或者直接检验不知道从哪里获得的解。

9.7 一元二次函数和一元二次方程

一元二次函数的表达式是 y “ ax2 ` bx` c（a ‰ 0，否则就回到了一元
一次函数）。我们也从最简单的一元二次函数 y “ x2 开始。

首先，从实数集合到实数集合上一元二次函数 y “ x2 不是一个满射，

因为对于任意的 x P R，y “ x2 ě 0。也就是说，对于 y ă 0 的像，我们找
不到原像。

其次，y “ x2 也不是一个单射，因为存在着 x1 “ x 和 x2 “ ´x 不同

（只要 x ‰ 0），但是 y1 “ x2
1 “ x2, y2 “ x2

2 “ p´xq2 “ x2，y1 “ y2。

因此，y “ x2 不是一个可逆映射，原则上不能求解一元二次方程。一

方面，我们可以把方程的含义稍微扩大一下，从找到逆映射扩大为给定 y

找到所有的 x 使得 f pxq “ y 就可以，不需要唯一，不需要用到逆函数。但

是，另一方面，如果我们希望能够写下一个方程的来表达式形式的解，注意

表达式一般来说是个函数，那么，我们就希望能够用某种方式把一个方程

的多个可能的解从形式上分开，给每一个形式一个表达式。

例如，y “ x2其实可以做到，只需要分开正负两个分支，也就是 x1 “
?

y

和 x2 “ ´
?

y（y ě 0），或者合起来记作 x1,2 “ ˘
?

y（y ě 0）。这里我们就
有了两个分支，每个分支有一个函数形式，每一个分支上，函数可逆。

接着，我们再来看 y “ x2 的图象。首先，我们说它的函数图象关于 y

轴对称，也就是把 x 替换为 ´x 函数值不变，也就是 fp´xq “ fpxq。因此，

我们只需要关注 x ě 0 这一侧的函数图象就行，另外一侧只需要通过轴对
称图形来转化就可以得到。
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为了得到 y “ x2 在第一象限内的图象，我们先来试试描点法。插入描

点画图过程。

通过描点法，我们发现，这是一个增函数，函数值随着 x 的增加而增

加，并且增加的速度也在变大。我们也可以来证明一下这个结论：我们让 x

增加一个固定的量，例如 1，看看 y 的增加量5，也就是

fpx` 1q ´ fpxq “ px` 1q2 ´ x2 “ x2 ` 2x` 1´ x2 “ 2x` 1. (9.1)

也就是说，给 x 增加 1 个单位在 y 上的效果，在 x 大的时候更大。注意，

我们只关注第一象限，也就是 x ą 0 的情况。

对于一元一次函数，例如 y “ gpxq “ x（因为在这里一次函数和二次

函数需要放在一起比较，为了区别，把一次函数记作 g），这个增加的速度

不依赖于 x，也就是

gpx` 1q ´ gpxq “ px` 1q ´ x “ 1. (9.2)

也就是说，给 x 增加 1 个单位在 y 上的效果，不依赖 x 的取值。

于是，我们发现，这个增加的速度要超过 y “ x。我们已经知道，y “ x

是 45˝ 的直线，直线的斜率也就是增加的速率是一个常数。那么 y “ x2 的

每一个点的斜率，如果可以定义一个斜率的话，要不断地变大，而且要大于

y “ x 的斜率。也就是说，y “ x2 的增加的速度，也就是曲线往 y 轴接近

的速度，要远远大于 y “ x 曲线，而且 x 越大这个差异越大。

有了这个发现，再加上描点法，我们就可以大概把这个函数图画出来

了。

搞清楚了特殊的 y “ x2 的一切，我们再来看更一般的一元二次函数

y “ ax2 ` bx` c。我们说更一般的一元二次函数 y “ ax2 ` bx` c 可以被转

化为特殊的 y “ x2 的情形，也就是

例 9.1 (从 y “ ax2 ` bx ` c 到 y “ x2). 把 y “ ax2 ` bx ` c 被转化为接近

（这里的接近指的是，将来可以通过平移和缩放等操作，来从后者的函数图

5将来我们学习了微积分会发现，这就是在计算导数，或者说微分，或者说曲线斜率。
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象得到前者）y “ x2 的形式。

ax2 ` bx` c “ a

ˆ

x2 `
b

a
x`

c

a

˙

,

“ a

«

ˆ

x`
b

2a

˙2

´
b2

4a2 `
c

a

ff

,

“ a

ˆ

x`
b

2a

˙2

`
4ac´ b2

4a
.

(9.3)

(9.4)

(9.5)

于是，我们发现，从 y “ x2的图象开始，我们：第一、先移动一下 x轴，使

得 x Ñ x` b
2a
，也就是把 x轴平移 ´ b

2a
，就得到了函数 y “

`

x` b
2a

˘2的图象；

第二、再把得到的函数整体乘上一个 a，就得到了 y “ a
`

x` b
2a

˘2；第三，把前

一步得到的图象整体上下移动也就是加上 4ac´b2

4a
，就得到了 y “ ax2` bx` c

的图象。

注意，由于 y “ x2 有一个最小值，因此 y “ a
`

x` b
2a

˘2
` 4ac´b2

4a
也有一

个最大值（a ă 0）或者最小值（a ą 0）。这个最值点的坐标是
´

´ b
2a

, 4ac´b2

4a

¯

。

同时，x “ ´ b
2a
也是 y “ a

`

x` b
2a

˘2
` 4ac´b2

4a
的函数图象的对称轴。对于一个

一元二次函数，对称轴 x “ ´ b
2a
，开口方向和大小（a），最值点

´

´ b
2a

, 4ac´b2

4a

¯

是几个最重要的信息。

类似地，对于求解方程 y “ ax2`bx`c，或者说 ax2`bx`pc´ yq “ 0（这
里我们可以通过重新定义 c使得方程的右侧等于零），由于 y “ ax2` bx` c

和 y “ x2 可以通过平移和缩放联系起来而平移和缩放是可逆操作，那么

一旦我们会求解 y “ x2，我们就可以把 y “ x2 的解通过平移和缩放变成

y “ ax2 ` bx` c 的解。

具体来说，第一、我们先求出来 y “ z1`
4ac´b2

4a
，也就是 z1 “ y´ 4ac´b2

4a
；

第二，我们再求出来 z1 “ az2，也就是 z2 “
z1
a
（a ‰ 0）；第三，我们然后

求出来 z2 “ z2
3，也就是 z3 “ ˘

?
z2；我们接着求出来 z3 “ x` b

2a
，也就是

x “ z3 ´
b

2a
；最后，整合起来，就是一元二次方程 y “ ax2 ` bx` c 的解，

x1,2 “
´b˘

a

b2 ´ 4a pc´ yq

2a
. (9.6)

通过重新定义 c（pc´ yq Ñ c）可以变成方程右侧 y “ 0 的标准形式，其解
为

x1,2 “
´b˘

?
b2 ´ 4ac

2a
. (9.7)
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在实数范围内，这个表达式有意义的条件是 ∆ “ b2 ´ 4ac ě 0。如果这个条
件不满足，那么，在实数范围内方程无解。

从函数图象的角度来说，在实数范围内方程 y˚ “ ax2 ` bx ` c 无解意

味着函数的最值点和给定的 y˚ 值不匹配，也就是，当 a ă 0 时，所给定的
y˚ 比函数 y “ ax2 ` bx ` c 的最大值点的 y 坐标 4ac´b2

4a
还要大；当 a ą 0

时，所给定的 y˚ 值比函数 y “ ax2 ` bx` c 的最小值点的 y 坐标 4ac´b2

4a
还

要小。因此，函数 y “ ax2 ` bx ` c 和直线 y “ y˚ 没有交点。回到一元二

次方程的标准形式，相当于让这里的 y˚ 等于零，或者说重新定义了 c。

插入函数 y “ ax2 ` bx` c 和直线 y “ y˚ 有和没有交点的示意图。

9.8 负一次方函数的定义

表达式、函数图像

9.9 为什么需要函数？

给重复出现的模式、结构一个名字。将来构成更加复杂的数学结构的

基础。

9.10 推荐阅读材料

9.11 作业

9.12 本章小结



第十章 二元一次方程和二元一次
不等式

–
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104 第十章 二元一次方程和二元一次不等式

10.1 换元法：化二元一次方程为一元一次方程

10.2 消元法：等式的形式和代数式的计算

10.3 二元一次方程的几何含义

10.4 二元一次方程的应用

10.5 二元一次不等式组的求解

10.6 二元一次不等式组的几何含义

10.7 二元一次不等式组的应用

10.8 推荐阅读材料

10.9 作业

10.10 本章小结



第十一章 一元二次方程和一元二
次不等式

–

11.1 一元二次方程的几何含义

11.2 配方法求解一元二次方程

11.3 因式分解法求解一元二次方程

韦达定理
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106 第十一章 一元二次方程和一元二次不等式

11.4 一元二次方程的应用

11.5 一元二次不等式的几何含义

11.6 一元二次不等式组的求解

11.7 一元二次不等式组的应用

11.8 推荐阅读材料

11.9 作业

11.10 本章小结



第十二章 直角三角形和锐角三角
函数

–

12.1 复习：勾股定理

从面积关系开始的证明，从量纲开始的证明。

另一个体系：从勾股定理到面积关系。

将来构建完整的平面几何知识体系。

12.2 点和距离的定义

从数轴开始定义点（暂时接受点和“实数”的一一对应关系，未来会有

机会进一步来学习、质疑和思考它）和距离，平面直角坐标系。

直线的几何和解析几何的定义。

12.3 直角三角形的等比例扩大

初次接触三角形相似性。

三角形相似性的研究依赖于全等三角形和平行线的性质。其它更复杂

图形的研究依赖于三角形和圆（也往往依赖于三角形）的研究。

但是，直角三角形的相似性可以单独拿出来先学习。
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图 12.1: 几何学整体概念地图。本图展示几何学的三个相互等价和独立的知
识起点，以及它们之间的关系。考虑是否印单独一页



12.4 锐角的正弦余弦函数 109

12.4 锐角的正弦余弦函数

12.5 三角形中的正弦定理

12.6 三角形中的余弦定理

12.7 三角函数的应用

12.8 圆和角的定义

圆的定义，通过圆弧定义角度，跳过圆周圆弧长度的具体计算到比例。

角度和直线的一一对应关系。

12.9 推荐阅读材料

12.10 作业

12.11 本章小结

从数得到了面、点、线、角。
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第十三章 平面几何：三角形的全
等

–

13.1 三角形定义

13.2 三角形全等的定义和判定

13.3 为什么首先研究三角形？

13.4 尺规作图

圆规的作用、画直线、复制线段、复制角、平分线段、平分角、做平行

线、做垂线

13.5 全等三角形的应用

先用余弦定理证明 SSS，再证明 SAS，ASA，AAS

平行四边形的性质和判定，直角三角形全等的判定
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112 第十三章 平面几何：三角形的全等

13.6 推荐阅读材料

13.7 作业

13.8 本章小结



第十四章 平面几何：平行

–

14.1 平行和垂直的定义

14.2 平面几何基本公理

勾股定理、三角形内角和公理、平行公理

14.3 平行线的判定和性质

14.4 推荐阅读材料

14.5 作业

14.6 本章小结
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第十五章 平面几何：圆

–

15.1 圆的定义

15.2 圆中三角形的相关定理

弧、圆周角、圆心角，中垂线，切线

圆心角等于两倍的圆周角，同弧所对的圆周角相等

15.3 共圆定理：把不是圆的问题变成圆的问题

15.4 弧度、弧长和扇形面积

圆的周长和面积

15.5 推荐阅读材料

15.6 作业

15.7 本章小结
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第十六章 平面几何：解析方式

The power of mathematics is often to change one thing into
another, to change geometry into language.
数学的力量往往在于把一个东西变成另一个东西，例如把几何变成语

言。

– Marcus du Sautoy

我们已经把实数和数轴上的点一一对应起来，把平面上的点和二维笛

卡尔直角坐标系下的一对对的数联系起来，我们也已经学习过直线可以在

二维笛卡尔直角坐标系下用 y “ kx ` b1来表示。在这一章中，我们来学习

更多的这样的代数表达式和几何图形的对应关系，以及用这个对应关系来

解决几何问题，或者偶尔也用这个关系来解决代数问题。

16.1 代数表达式和几何图形

首先，我们把之前已经学会过的代数表达式和几何图形之间的对应关

系都复习一边，然后，我们来学习几个新的这样的对应关系。

第一个要复习的是一次函数 y “ kx ` b 和直线。首先，当 k “ 0 的时
候，一次函数成了 y “ b。把二维平面上这样的点 px, y “ bq 都取出来，描

成黑体，我们发现，就是平行于 x 轴的直线——把 x 轴向上平移了 b（如

果实际上，b “ ´|b|，则向上移动负的，自然就成了向下移动）。接着，按道

理，我们应该去关心一下 y 轴的平移。我们发现，y 轴本身是 px “ 0, yq 的

所有的点的集合。写成代数表达式就是 x “ 0。那么，更一般的平行于 y 轴

1原则上，为了包含跟 y 轴平行的直线 x “ c，我们也得允许写成 x “ ly ` c 的形式，或
者更一般地 kx ` ly “ c 的形式。
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的直线，很自然就应该是向右平移 y 轴来得到，也就是 x “ c。我们也可以

通过描点法来把满足 px “ c, yq 这个条件的所有点都找出来看一看。不过，

这里有个问题，如何把一般的直线的代数形式 y “ kx ` b 变成 x “ c 的形

式呢？如果我们一定要尝试，可以这样，

x “
1
k

y ´
b

k

?
ùñx “ c (16.1)

看起来必须 k 是一个比所有的 y 都要大的数才行，而且 b 呢还跟这个比所

有的数都要大的数成比例。将来我们会学习到，这是无穷大。但是，在你们

现在的知识范围内这个“无穷大”和“跟无穷大成正比”的概念还解释不清

楚。因此，我们只能说，所谓的直线的一般代数表达式 y “ kx ` b 其实是

不能用来表示 x “ c 的。为了解决这个问题，我们可以把直线的代数表达

式拓展为 kx ` ly “ c。当然，通常情况下，我们也接受“直线的一般代数

表达式是 y “ kx` b”这个不太准确的说法。

下面，我们来看为什么满足 kx ` ly “ c 的 px, yq 的集合是一条直线。

首先，我们已经看到特例 y “ c
l
（k “ 0）和 x “ c

k
（l “ 0）肯定是直线。现

在，我们来处理 k ‰ 0，l ‰ 0 的一般情况。在这个一般情况下，我们回到
之前的 y “ kx` b 的代数表达式，相当于重新定义了一下这些系数。

习题 16.1 (直线的不同代数表达式). 把代数表达式 kx ` ly “ c 变形为

y “ kx` b，找到这样的变换的条件，以及相应的变换，也就是后面代数式

的 k, b 和前面的代数式中的 k, l, c 的关系。

我们还发现，y “ kx` b 和 y “ kx 的差别就是前一条直线是后一条直

线向上平移 b。因此，两条直线完全平行。也就是 k 相同的直线平行。b 呢

决定了直线和 y 轴的交点，也就是 y “ kx ` b 永远经过 p0, bq 这个点。因

此，k 被称作直线 y “ kx ` b 的斜率，b 被称作直线 y “ kx ` b 在 y 轴上

的截距。

为此，我们需要回到直线的定义：在直线上，P, Q 两点之间的任何地

方取一点 M（于是，P, Q 在边缘，M 在内侧），有距离上的相加关系，也

就是（引用直线的定义）

|PQ| “ |PM | ` |MQ| . (16.2)

也就是说不可能通过在直线上选择某个点 M 使得加起来的距离 |PM | `

|MQ|大于原来的两点之间的距离 |PQ|。也就是说，直线上的点之间的距离
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已经是最短的了，只要偏离直线，就可以找到一个点，使得 |PM |` |MQ| ą

|PQ|2。

那我们用这个直线的定义来验证一下，是否 y “ kx` b 的集合是直线，

也就是是否满足 |PM | ` |MQ| “ |PQ|。我们取 xP ă xM ă xQ 来保证 P, Q

在边缘，M 在内侧。然后，我们来计算这几个距离。这里需要用到距离公

式 |PQ| “
b

pxQ ´ xP q
2
` pyQ ´ yP q

2。

|PM | ` |MQ| “

b

pxM ´ xP q
2
` pyM ´ yP q

2
`

b

pxQ ´ xMq
2
` pyQ ´ yMq

2,

“

b

pxM ´ xP q
2
` pkxM ´ kxP q

2
`

b

pxQ ´ xMq
2
` pkxQ ´ kxMq

2,

“
a

p1` k2q pxM ´ xP q `
a

p1` k2q pxQ ´ xMq ,

“
a

p1` k2q pxQ ´ xP q ,

“ |PQ| .

(16.3)
正好满足直线的要求。

插入 PMQ 直线示意图

这样我们就证明了所有的满足 kx ` ly “ c 的点的集合是直线。同时，

我们来对 kx` ly “ c 做一点点简化。当 k, l 其中之一不为零的时候3，可以

表示为 k
l
x ` y “ c

l
（相当于 y “ kx ` b）当 l ‰ 0 的时候或者 x ` l

k
y “ c

k

（相当于 x “ ky ` b）当 k ‰ 0 的时候。也就是说，kx` ly “ c 实际上可以

简化为两个参数的数学表达式，尽管看起来有 k, l, c 三个。

2原则上，等号不成立还有另一个可能，就是 |PM | ` |MQ| ă |PQ|，不过我们暂时不
讨论这个可能。将来学习到非欧几何会遇到这个情形

3如果 k, l 都为零，则表达式成了 0 “ c，这就要求 c 也等于零，同时我们发现任意的
px, yq 都满足 0x ` 0y “ 0，因此，0x ` 0y “ 0 这个表达式对应的点的集合是平面上所有
的点。如果 c 不等于零，则没有任何点可以满足这个要求。这样的所有的点都满足或者没
有任何点满足表达式的情形，我们不再考虑。因此，我们要求 k, l 其中之一不为零。
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有了直线的一般数学表达式，我们就可以来理解“两点确定一条直线”

了。也就是，平面上给定任何两个不不同的点，确定了一条并且只有一条直

线。

例 16.1. [两点确定一条直线] 证明过两点 pxP , yP q 和 pxQ, yQq 有且只有一

条直线。

我们先尝试用 y “ kx` b 来试试通过这两个点，也就是
$

&

%

yP “ kxP ` b,

yQ “ kxQ ` b.
(16.4)

这是二元一次方程组，求解出来 k, b 得到

k “
yQ ´ yP

xQ ´ xP

, b “
yP xQ ´ yQxP

xQ ´ xP

. (16.5)

当 xQ ´ xP “ 0 的时候，这个表达式会出问题，分子是有限大小，分母是
零。这个时候，实际上，我们就要用 x “ ky ` b 来表示这个直线了，于是，

$

&

%

xP “ kyP ` b,

xQ “ kyQ ` b.
(16.6)

求解出来 k, b 得到

k “
xQ ´ xP

yQ ´ yP

, b “
xP yQ ´ xQyP

yQ ´ yP

. (16.7)

这个表达式只有当 yQ ´ yP “ 0 的时候出问题。但是，xQ ´ xP “ 0 和
yQ ´ yP “ 0 不可能同时发生，如果同时发生了就意味着 P, Q 实际上是同

一个点，而这个和我们要求的两个不同点矛盾。因此，上面求出来的两个直

线的表达式，至少总有一个是成立，不可能同时不成立。

下面，我们来证明，如果两者都成立，也就是 xQ´xP ‰ 0和 yQ´yP ‰ 0，
其实它们是同一个表达式。

y “
yQ ´ yP

xQ ´ xP

x`
yP xQ ´ yQxP

xQ ´ xP

ùñ
xQ ´ xP

yQ ´ yP

y “ x`
xQ ´ xP

yQ ´ yP

yP xQ ´ yQxP

xQ ´ xP

ùñ x “
xQ ´ xP

yQ ´ yP

y `
yQxP ´ yP xQ

yQ ´ yP

.

(16.8)

(16.9)

(16.10)
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因此，合起来我们证明了，两点确定一条直线。

上面的证明方法是计算形式的，也就是说，我们把直线表达式完全地

计算了出来，从给定的两点开始。这个计算过程，未来对于从给定的两点得

到直线表达式是非常有用的。此外，通过计算来证明，尤其是通过解方程来

证明，往往比通过定理的逻辑演绎操作起来更简单。第一，这说明了计算就

是演绎推理；第二，实际上，这也启发了定理的机器证明的研究 [4, 5]。
第二个要复习的是代数表达式 px “ x0, y “ y0q 和点的关系。通过描点

法——在 x 坐标轴上选取对应着 x “ x0 的点，在 y 坐标轴上选取对应着

y “ y0 的点，然后过这两个点分别做垂直于 x 轴而平行于 y 轴的直线和垂

直于 y 轴而平行于 x 轴的直线；这两条直线不可能平行于是必然相交于一

点，这个点就是对应着代数表达式 px “ x0, y “ y0q 的点。或者，用另一个

思路，把代数表达式 px “ x0, y “ y0q 看作是同时满足 x “ x0 和 y “ y0 的

对象，于是，我们只需要看看这两个条件分别是什么。按照之前学习过的直

线，x “ x0 和 y “ y0 正好分别就是两条相互垂直的直线，必然有一个交点，

而这个交点刚好同时满足 x “ x0 和 y “ y0 这两个条件。也就是说这个交

点刚好就是代数表达式 px “ x0, y “ y0q 对应的点。

插入描点法找 px “ x0, y “ y0q 的图

顺便，我们其实也可以先复习点，再复习线的。但是，这里我们由于考

虑到找点的时候需要用到线，选择了先复习线，再复习点。

现在我们来学习几个新的代数表达式及其代表的几何图形的关系。首

先，我们来学习圆。圆的含义是到某个点 O 距离 d “ r 相同的点的集合。

不妨我们把这个圆心点 O 就放到坐标原点 p0, 0q。按照距离公式，那就是

x2 ` y2 “ r2, (16.11)

或者更一般地

px´ xOq
2
` py ´ yOq

2
“ r2, (16.12)

对于一般的处于 pxO, yOq 的圆心 O。

注意，前面的直线的代数表达式 y “ kx ` b，实际上可以看作一个函

数——给定任何的自变量 x P R 都可以找到唯一的一个像 y “ kx ` b。但

是，这里的 x2 ` y2 “ r2 就不能看作是函数了：对于一个给定的 x P r0, rs，

我们有 y “ ˘
?

r2 ´ x2，两个满足要求的 y。这就不满足函数的要求了。当
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然，如果我们一定要变成函数，也可以把两者拆开，变成两个函数，也就是

y “
?

r2 ´ x2 和 y “ ´
?

r2 ´ x2。

插入图：上半部分和下半部分两个半圆不同颜色，代表不是函数，分开

成两个函数

16.2 通过把几何问题转变成代数表达式来解决几

何学问题

我们来用上面的解析几何知识，也就是把几何图形写成代数表达式的

知识，来解决一个完全是几何图形的问题。

例 16.2 (三角形中位线定理的解析几何). 三角形中位线平行于底边，并且
其长度是底边的一半。

也就是在任意三角形 △ABC 中，D, E 分别是 AB 和 AC 的中点，证

明 DE ∥ BC，并且长度 DE “ 1
2BC。

有了解析几何，为了证明这两个结论，我们只需要先求出来 D, E 的坐

标，再计算出来过 D, E 的直线的代数表达式，然后和直线 BC 的代数表

达式去相比较，看是否有相同的斜率。然后，再计算出来 DE 的长度，和

BC 的长度做比较。下面我们来完成这个计算。

我们先来建立一个坐标系：以 B 为坐标原点，BC 方向为 x 轴正方向。

于是，我们把 A, B, C 分别表示为，

pxA, yAq , p0, 0q , pxC , 0q . (16.13)

用这些信息，我们来计算 D, E 的坐标。我们先来计算直线 AB 的代数表

达式，然后在这条直线上，选择一个点 D 使得 BD “ 1
2BA。用前面例 16.1

中的方法，我们得到直线 AB 的代数表达式为

y “
yA

xA

x. (16.14)

于是 D 的坐标为
ˆ

xD,
yA

xA

xD

˙

. (16.15)
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下面我们来确定 xD，其条件是

BD “
1
2

BA ñ

d

x2
D `

ˆ

yA

xA

xD

˙2

“
1
2

a

x2
A ` y2

A,

ñ
xD

xA

a

x2
A ` y2

A “
1
2

a

x2
A ` y2

A,

ñ xD “
1
2

xA. (16.16)

于是 D 的坐标为
ˆ

1
2

xA,
1
2

yA

˙

. (16.17)

同理可得 E 的坐标为，
ˆ

1
2
pxA ` xCq ,

1
2

yA

˙

. (16.18)

我们再来计算 DE 的代数表达式，会发现，D, E 的 x 坐标不同，但是 y 坐

标相同，于是直线为 y “ yA，其斜率为零，也就是平行于 x 轴 y “ 0。我
们再来计算 DE 的距离，

DE “

d

ˆ

1
2

xA ´
1
2
pxA ` xCq

˙2

`

ˆ

1
2

yA ´
1
2

yA

˙2

“
1
2

xC “
1
2

BC.

(16.19)

完毕。

前面我们已经看到，不使用解析几何，三角形的中位线定理是一个比

较难证明的定理。我们发现，一旦用了解析几何，这个就很简单。

插入图，编一些解析几何证明平面几何的题

16.3 通过把代数表达式转变成几何问题来解决代

数问题

我们来用上面的解析几何知识，也就是把代数表达式看作几何图形的

知识，来解决一个完全是代数的问题。
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例 16.3 (方程的解的几何). 已知如下两个方程无解 x2 ` y2 “ 4, y “ x ` b，

求其中的系数 b 的取值。

传统的代数解法如下：

x2 ` px` bq2 “ 4 ñ 2x2 ` 2bx` b2 ´ 4 “ 0,

ñ ∆ “ p2bq2 ´ 4ˆ 2
`

b2 ´ 4
˘

ă 0,

ñ b P
´

´8,´2
?

2
¯

Y

´

2
?

2,8
¯

. (16.20)

现在我们来用几何解法。我们注意到 x2 ` y2 “ 4 是一个以原点为圆心
半径为 2 的圆，y “ x ` b 是 45˝ 的直线。我们化成图。很自然就会发现，

随着直线截距的变化，两者的交点会发生变化。两点就是同时满足这两个

方程的解。因此，我们只需要找出来直线和圆只有一个交点，也就是直线和

圆相切的情形，就能够得到合适的参数 b 的边界值。

于是问题就成了完全一个几何题，给定一个以原点为圆心半径为 2 的
圆，求其 45˝ 方向的切线。插入图 。我们发现，在直角三角形△AOB 中，OE

是垂足，并且 OE 的长度是 2。按照 45˝ 的信息，我们发现，=ABO “ 45˝。

于是，△AOB 中是等腰直角三角形，直角边长为 |b|。于是，三角形 △OEB

也是一个直角等腰三角形。其直角边为 2。因此，其斜边程度为 |b| “ 2
?

2。
进一步，我们发现，如果我们让 b ă ´2

?
2，则这里的直线和圆就没有交点

了。

同理我们对直角三角形 △COD 做计算，就发现，当 b ą 2
?

2时这里的
直线和圆就没有交点了。合起来，满足要求的 b是，

`

´8,´2
?

2
˘

Y
`

2
?

2,8
˘

。

我们发现两种解法得到的答案一致。你可能会觉得，是不是代数解法

更简单呢？可能是的。套用一元二次方程根的判别式就可以。但是，你也会

感受到，从几何图形来理解这个问题更清晰：就是通过改变截距来移动一

条直线，在这个过程中看直线和圆的交点。未来遇到更加复杂的计算问题，

甚至可能到底如何计算不是特别明显的时候，用几何图形来辅助思考，来

形成更加深刻的认知，甚至一定程度上的图形认知、直觉认知，对于解决问

题也是有意义的。

编一些用几何方法求解代数问题的题
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16.4 推荐阅读材料

16.5 作业

16.6 本章小结

在本章中，我们复习和建立了几种几何对象和代数表达式的联系，然

后用这些联系来求解了几个例题，包含用代数方法求解几何问题和用几何

方法求解代数问题。我们可以把这样的解题方法粗略地称作数形结合。未

来，我们会学习到更多几何对象和代数表达式之间的对应关系，于是可以

更多地用数形结合来求解更多的更复杂的问题。

但是，其实，这不是本章真正的目的，那仅仅是过程。本章的目的是帮

助你进一步理解到：代数式和几何图形本来就是一个东西。在咱们的平面

几何体系中，点本来就是通过坐标来定义的，更加复杂的几何对象，也不过

就是点的集合，用坐标表达的点的集合。在咱们的平面几何体系中，直线是

通过距离来定义，而距离公式被当作了整个几何学知识的基础。你看距离

公式，自然就是一个代数表达式。因此，代数表达式和几何图形之间本来就

没有区隔。

在这个角度，未来如果距离公式改了，那自然整个几何学的知识就也

相当于被改了。如果你未来会学习到非欧几何，其根源就在改变了距离公

式。咱们这样的学习，用简单的知识，来体会到高层知识，高视角的对这个

学科是什么的理解，可以给未来的学习和创造做更好的铺垫。
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第十七章 平面几何：综合

–

17.1 平行线基本定理

基于正方形面积定义的面积公式、长方形面积公式、平行四边形面积

公式、三角形面积公式

平行线基本定理及其逆定理

17.2 三角形的相似

相似三角形的定义和判定

17.3 相似三角形的应用

17.4 数学解题 WHWM 四问和概念地图用于几

何证明

17.5 几个平面几何知识体系赏析

17.5.1 Euclid 体系

[6]
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17.5.2 Hilbert 体系

[7]

17.5.3 SMSG 体系

[8]

17.5.4 本书的体系

17.6 推荐阅读材料

17.7 作业

17.8 本章小结



第十八章 概率论初步

–

18.1 古典概型的例子

18.2 事件和事件集合的运算

基元事件、等概率事件、事件的集合运算

18.3 概率：从事件集合到 r0, 1s 的映射

18.4 独立事件和互斥事件

18.5 初识条件概率

18.6 概率论的应用

描述和解决概率问题，把非概率的问题转化为概率问题，Monte Carlo
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18.7 推荐阅读材料

18.8 作业

18.9 本章小结



第十九章 统计学初步

–

19.1 描述性统计

19.2 统计推断和人类知识

19.3 从抽样获取整体性质

19.4 条件概率用于统计推断

19.5 统计学的应用

19.6 推荐阅读材料

19.7 作业

19.8 本章小结
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第二十章 排列组合

–

20.1 组合

20.2 排列

20.3 从排列组合到概率

20.4 排列组合的应用

20.5 推荐阅读材料

20.6 作业

20.7 本章小结
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第二十一章 逻辑学和数学论证

–

21.1 命题

21.2 论证

正确的（Sound）非平庸（non-trivial）论证。

21.3 原命题和逆否命题的等价性

把命题成立的对象或者场景当作集合。假设某个全集——称为宇宙——

已经给定。

21.4 三段论

三段论的集合论表示。证明过程：每一步，从小前提得到结论，大前提

放在括号里面。因为（7）所以（6）的记号，得证（ ）记号。
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21.5 数学归纳法

21.6 不完全归纳法

条件概率和不完全归纳法

21.7 推荐阅读材料

21.8 作业

21.9 本章小结

逻辑帮助你判断论证的对错，做更严格的论证，但是逻辑不启发论证

的思路。后者，靠对知识结构的深刻的认知，尤其是长程联系的建立，靠直

觉、想象力、现实的启发。



第二十二章 数学建模

–

22.1 从数学建模的角度看数学知识的发展

从勾股定理到平方根
?

2，到无理数

22.2 从把数学知识用于描述现实看真正的数学应

用题

22.3 数学建模五步及其应用

22.4 推荐阅读材料

22.5 作业

22.6 本章和本卷小结

数学的发展来源于现实世界的启发和数学研究者对数学知识结构本身

的逻辑严密性的追求。其中，在现实启发方面，主要通过双向的数学建模来

完成，通过把数学结构用于描述现实来解决现实问题，以及通过把数学结

构用来描述现实启发提出新的数学结构。
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第二部分

高中篇

139





第二十三章 函数之幂函数、指数
函数、对数函数

–

23.1 幂函数

23.2 指数函数

23.3 对数函数

23.4 函数和反函数的图形和表达式

23.5 推荐阅读材料

23.6 作业

23.7 本章小结
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第二十四章 函数之半圆、半椭圆
函数

–

24.1 半圆函数

24.2 半椭圆函数

24.3 圆

24.4 椭圆

24.5 双曲线

24.6 推荐阅读材料

24.7 作业

24.8 本章小结
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第二十五章 函数之三角函数

–

25.1 余弦函数

25.2 余弦定理

25.3 正弦余弦函数关系

25.4 正切反切函数

25.5 周期函数

25.6 推荐阅读材料

25.7 作业

25.8 本章小结
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第二十六章 平面和空间矢量

–

26.1 直角坐标系和矢量的分量形式

正交归一基矢量

26.2 矢量加法和数乘

26.3 矢量内积

26.4 坐标变换和描述坐标变换的矩阵

26.5 矢量的抽象记号语言

26.6 矢量的应用

26.7 推荐阅读材料

26.8 作业

26.9 本章小结
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第二十七章 复数

–

27.1 负数的开平方

27.2 负数的开三次方

代数基本定理（多项式方程的解的个数和方程的阶数相同）

27.3 复数当作矢量使用

27.4 Euler 公式

复数的模和复角表示，Euler 公式。
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150 第二十七章 复数

27.5 复数的加法和乘法

27.6 复数的应用

27.7 推荐阅读材料

27.8 作业

27.9 本章小结



第二十八章 不等式初步

–

28.1 几个恒成立不等式

28.2 从恒成立不等式到函数极值

28.3 不等式和极值的应用

28.4 推荐阅读材料

28.5 作业

28.6 本章小结
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第二十九章 导数和极值初步

–

29.1 导数的定义初步

极限和导数，曲线斜率

29.2 简单函数的导数

29.3 函数的导数用于求极值

29.4 导数和极值的应用

29.5 推荐阅读材料

29.6 作业

29.7 本章小结
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第三十章 离散变量的概率论和统
计学

–

30.1 从观测数据得到频率再到概率

独立样本，概率极值条件

30.2 从已知离散概率到观测数据的频率

大数定律
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156 第三十章 离散变量的概率论和统计学

30.3 用 Monte Carlo 和 Bootstrap 配合数值计
算来沟通频率和概率

30.4 概率论和统计学的应用

30.5 推荐阅读材料

30.6 作业

30.7 本章小结



第三十一章 立体几何

–

31.1 空间直线的平行和垂直

从三位直角坐标系到平行和垂直

31.2 空间平面的平行和垂直

31.3 推荐阅读材料

31.4 作业

31.5 本章小结
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第三十二章 表示论：数学是对操
作的研究

–

32.1 当作对象属性或者过程的数

32.2 数当作加法的表示

32.3 数当作乘法的表示

32.4 数和矩阵当作旋转的表示

32.5 数学是对操作的研究对关系的研究

任何一个操作的集合，再保持某个研究对象的某个特征不变，例如一

个皮球还是皮球没有被剪开，的前提下所有的可能的操作的集合。研究这

个操作集合的元素之间的关系，从而从已知的具体状态经过操作得到新的

状态，或者得到所有新状态的可能，或者研究选择什么样的操作来调控这

个对象会满足对这个对象的状态的某个特定要求。这样的操作构成群。

因此，从这个角度可以认为，所有的数学，建立在群论的基础上。不过

就是某些群表现出来的结构适合用整数、分数、实数、矩阵等来表示。
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160 第三十二章 表示论：数学是对操作的研究

32.6 把数学看作是操作的研究的意义

32.7 推荐阅读材料

32.8 作业

32.9 本章小结



第三十三章 数学知识网络和学科
大图景

Mathematics is the tool specially suited for dealing with abstract
concepts of any kind and there is no limit to its power in this field.
数学是一个尤其适合描述各种抽象概念的工具。在这方面它的能力无

限。

– Paul Dirac

33.1 数学一二层知识的系统性

33.2 数学学科大图景，及其和一二层知识的联系

33.3 从数学知识体系到科学知识体系

公理化方案

33.4 高等数学学什么

为什么叫做高等数学。数学知识上的高等，数学思维上的高等，数学知

识体系性上的高等。从数学知识的学习，到数学知识的创造性运用和创造。

主要数学分支子学科。

（基本）不再出现数而是出现关系的数学。
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162 第三十三章 数学知识网络和学科大图景

33.5 推荐阅读材料

33.6 作业

33.7 本章小结



第三十四章 再论数学建模

–

34.1 从数学建模的角度看数学知识的发展

从实数到复数，逻辑道路和现实道路

34.2 从把数学知识用于描述现实看真正的数学应

用题

34.3 数学建模五步及其应用

34.4 推荐阅读材料

34.5 作业

34.6 本章和本卷小结

数学的发展来源于现实世界的启发和数学研究者对数学知识结构本身

的逻辑严密性的追求。其中，在现实启发方面，主要通过双向的数学建模来

完成，通过把数学结构用于描述现实来解决现实问题，以及通过把数学结

构用来描述现实启发提出新的数学结构。
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