
二态系统的量子力学

吴金闪

+ = ？一个左边缺一
口的苹果加上一个右边缺一口的苹果等于香蕉。（都换成自己的图片，采用

icon 的设计风格）

|←x⟩+ |→x⟩ =
√
2 |↑z⟩

物理学家给这个世界寻找合适的数学结构

打开一扇通往量子的世界的门

不学太多的具体知识，能做深入思考吗？

Teach Less, Learn More

2017 年 5 月 31 日



2



目录

第一部分 引论：为什么需要量子力学 17

第一章 量子系统的实验 21
1.1 经典粒子和经典波的实验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.2 单个电子或者单个光子的实验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.3 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
1.4 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

第二章 物理世界的数学模型 49
2.1 经典世界的确定性的数学模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.2 经典世界的随机性的数学模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
2.3 理论描述的目标：前后两次测量的关联 . . . . . . . . . . . . . 58
2.4 量子系统的确定性经典理论的尝试 . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.5 量子系统的随机性经典理论的尝试 . . . . . . . . . . . . . . . 64

2.5.1 互斥构造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
2.5.2 独立构造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

2.6 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
2.7 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

第二部分 数学物理学上的准备 75

第三章 二维空间的线性代数：Dirac 符号、抽象算符与表象 79
3.1 数学是现实世界的结构和思维的语言 . . . . . . . . . . . . . . 79
3.2 从分量形式的矢量和矩阵到抽象矢量和算符，Dirac 符号 . . . 82

3.2.1 实数域上的分量形式的矩阵和矢量，复习 . . . . . . . 82

3



4 目录

3.2.2 Dirac 符号 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
3.2.3 矩阵的谱展开，Dirac 符号与抽象矢量 . . . . . . . . . 85

3.3 复数域上的抽象矢量与抽象矩阵算符 . . . . . . . . . . . . . . 89
3.3.1 复数域上的矩阵和矢量运算 . . . . . . . . . . . . . . . 90
3.3.2 复数域上的左矢量的分量形式的定义 . . . . . . . . . . 90
3.3.3 复数域上抽象算符的谱展开 . . . . . . . . . . . . . . . 92
3.3.4 抽象算符的函数与算符的代数 . . . . . . . . . . . . . . 94

3.4 共同本征向量, 表象理论与线性变换 . . . . . . . . . . . . . . . 95
3.4.1 表象之间的变换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
3.4.2 举例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
3.4.3 相似变换作为算符 ∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

3.5 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
3.6 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

第四章 离散状态的概率论 105
4.1 古典概型概率论的 Dirac 符号形式 . . . . . . . . . . . . . . . 106
4.2 现代概率三元体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
4.3 Dirac 符号作为概率论的语言 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
4.4 概率转移算符 ∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
4.5 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
4.6 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

第五章 经典力学精要 121
5.1 力学思想 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
5.2 Newton 力学的基本概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
5.3 势函数、保守力与能量守恒 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
5.4 从 Newtonian 力学到 Hamiltonian 力学 . . . . . . . . . . . . 130

5.4.1 单个质点的分析力学形式 . . . . . . . . . . . . . . . . 130
5.4.2 从单体到多体的分析力学形式 . . . . . . . . . . . . . . 133

5.5 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
5.6 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136



目录 5

第三部分 单粒子系统的量子力学 137

第六章 量子系统状态的数学模型 141
6.1 有关量子状态和测量的公理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
6.2 经典随机客体理论的公理形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
6.3 量子静态理论用于描述测量实验 . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

6.3.1 自旋的测量和再测量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
6.3.2 为什么自旋算符要用 r̂ · ⃗̂σ? . . . . . . . . . . . . . . . . 152
6.3.3 光子的 which-way 实验 . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
6.3.4 为什么偏振算符取公式 (6.46) 的形式？ . . . . . . . . 156
6.3.5 自旋和光子 which-way 实验解释的补充：纠缠 . . . . . 158

6.4 粒子走哪一条路径和概率叠加原理 . . . . . . . . . . . . . . . 159
6.5 试试把测量分成三个步骤 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
6.6 完整地测量自旋的状态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
6.7 量子与经典密度矩阵的区别 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
6.8 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170
6.9 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

第七章 量子系统的演化 175
7.1 Schrödinger 方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
7.2 Schrödinger 绘景与 Heisenberg 绘景 . . . . . . . . . . . . . . 179
7.3 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
7.4 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

第八章 单个谐振子的量子力学 185
8.1 位置表象 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
8.2 代数解法与能量表象 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190
8.3 代数解法的更多细节：一切都是对易关系 ∗ . . . . . . . . . . . 194
8.4 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
8.5 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

第四部分 耦合量子系统：相互作用与纠缠 197

第九章 耦合量子系统的状态与测量 199



6 目录

9.1 直积空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
9.2 经典关联态的测量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
9.3 量子纠缠态的测量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

9.3.1 计算视角一：一组对易算符的测量 . . . . . . . . . . . 203
9.3.2 计算视角二：“先后”测量 . . . . . . . . . . . . . . . . 205
9.3.3 计算视角三：可分辨性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208

9.4 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
9.5 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210

第十章 耦合量子系统的演化与纠缠 211
10.1 演化以及演化导致的纠缠 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
10.2 测量导致的纠缠 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
10.3 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216
10.4 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

第十一章 量子力学的确定性经典理论的再一次讨论 219
11.1 纠缠态上的量子测量的结果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219
11.2 经典关联态上的测量的 Bell 不等式 . . . . . . . . . . . . . . . 220
11.3 Bell 定理的实验检验以及 Die Hard 教授的吹毛求疵 . . . . . 223
11.4 前后两次测量的关联的量子力学计算 . . . . . . . . . . . . . . 227
11.5 互斥构造和独立构造的经典理论的非定域性 . . . . . . . . . . 228
11.6 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231
11.7 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231

第十二章 测量的量子力学？ 233
12.1 经典硬币的测量：克隆 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233
12.2 波函数塌缩：非对角项的消失 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
12.3 经典和量子测量的统一的框架？ . . . . . . . . . . . . . . . . . 238
12.4 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240
12.5 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240

第五部分 量子信息简介 241

第十三章 远程传态和 Deutsch 算法 243



目录 7

13.1 量子远程传态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
13.2 Deutsch 算法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246
13.3 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250
13.4 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250

第十四章 量子博弈 253
14.1 经典客体上的操作和博弈 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254
14.2 量子客体上的操作和博弈 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260
14.3 经典和量子博弈的异同 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265
14.4 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266
14.5 本章小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266

参考文献 276

名词索引 277

人名与常用翻译 281

插图目录 284

举例目录 288



8 目录



献给

我的母亲黄云弟

9



10 目录



致谢

本书在内容和思想上受到Ballentine的《Quantum Mechanics – a mod-
ern development》、喀兴林的《高等量子力学》、裴寿镛的量子力学课程、
Affleck的高等量子力学课程非常大的影响。在这里一并对这些深刻地影响
了我对量子力学的理解的老师致谢。除了真实课堂，本书的逻辑结构很大程
度上还受Feynman的《Feynman物理学讲义》第三卷的影响，可惜没有能坐
在Feynman的课堂里。
感谢阅读了本书的原稿并提出很多有意义的建议的师长尤其是裴寿镛、

杨展如，感谢我在编写和使用本书的过程中学习我的《量子力学》课程的北
京师范大学的本科生研究生，以及迫使我必须用更加简单的实验和语言来
展示量子力学魅力的我的公众报告的公众和中小学生听众。
感谢裴寿镛对本书中的几乎每一句话的推敲，内容选择和结构安排上

的批判性和建设性建议，提供的部分习题，以及参与听课、答疑，并对具体
教学环节的指导。我记得很多次的讨论，需要从手机换成座机，需要从晚间
延续到半夜。我记得很多次的争论，我声音提高面红耳赤，裴老师——尽管
保持冷静——却也寸步不让。经过这些讨论和争论，再加上教学上的实验，
有的时候我们能够达成一致的意见，有的时候就只能尊重保持各自的意见。
我想裴老师是一个得道的“师者”——这个学生都毕业这么多年了，仍然需
要负责给这个学生传道授业解惑。
感谢我的孩子们，吴逸兮和吴立心，你们给我很多的学习和教学上的启

发。感谢我的夫人冯倩对于我做各种探索的支持。感谢我的岳母姚书君对孩
子们的悉心照顾，使得我有更多的时间来做这些探索并完成本书。
本书的电子版可以从网页“吴金闪的书们”找到。如果你是实体书的读

者，需要输入网址的话，它是：http://www.systemsci.org/jinshanw/books。

11

http://www.systemsci.org/jinshanw/books
http://www.systemsci.org/jinshanw/books


12 目录



前言

通常的量子力学书籍从波函数开始讲起，需要比较多的背景知识和比
较高的数学技能。然而，其在提高读者对量子力学的理解上，往往比较有
限。很多时候，需要等到高等量子力学的课程中，用算符和向量的语言重新
认识量子力学之后，读者才能形成对量子力学的一定的理解。最后，通过
阅读研究性论文或文集，例如Bell的《Speakable and Unspeakable in Quan-
tum Mechanics》[1]，以及von Nuemann的《Mathematical Foundations of
Quantum Mechanics》[2]、Dirac的《The Principles of Quantum Mechanics》
[3]、Shankar的《Principles of Quantum Mechanics》[4]等强调量子力学基础
的书籍，加上偏重量子力学基础的量子信息书籍，例如Nielsen和Chuang的
《Quantum Computation and Quantum Information》[5]，以及Preskill的
《Lecture Notes for Physics 229: Quantum Information and Computation》
[6]1之后，才能对量子力学形成比较完整的认识，了解其主要特点和可能的
问题（或者说和经典世界的一般认识有严重冲突的地方，不一定是问题）。

同时，也有很少的量子力学书籍从最简单的二态系统开始介绍量子力
学的最核心和最基本的理论，例如Feynman的《Feynman 物理学讲义第三
卷》[7]、Ballentine的《Quantum Mechanics: a morden development》[8]2、
Sakurai的《Modern Quantum Mechanics》[9]。不过，《Feynman 物理学讲
义第三卷》主要关注核心，讨论的内容比较有限，尤其没有深入讨论量子力
学的基础的问题、测量的问题等等量子态的叠加性所带来的量子力学理解
上的问题。后两者包含的内容又实在非常多。

因此，写一本用最简单的方法，来交代清楚量子力学的核心概念，能够
帮助学生形成对量子力学的理解的书，就成了作者很长时间的梦想。一方面
是上面提到的责任感的驱动，另一方面是作者曾经在三个学校跟物理学家、

1Preskill 的书在量子力学基础部分对量子力学理解上的可能的问题做了深入浅出的讨论，强烈推荐。
2Ballentine 的书非常深刻细致并具有启发性。在对量子力学的理解上 Ballentine 是有独到之处的。
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数学家，其中包含裴寿镛、Ballentine等对量子力学有深刻的理解的老师，学
习过 6 门量子力学和 3 门量子场论课程，自认为对量子力学的认识和学习
有独到之处。再加上跟裴寿镛老师一起做过一点点关于量子力学基础——
隐变量理论的可能性——的工作，认为对量子力学和经典力学的区别有相
当深刻的认识，也做过一点量子博弈——把在经典硬币上的翻转游戏推广
到自旋的转动的游戏——方面基础的工作，就自认为有一定的基础来跟大
家分享对量子力学的认识和理解。还有一个原因是我认为不管是不是物理
学专业的学生都需要学习量子力学，但是没有必要学太多除了对量子力学
的理解之外的具体知识。正好，北京师范大学系统科学学院的本科生们给我
提供了用我的新讲授方式来实践的机会。于是，就有了本书的初稿。选好例
子又避开太多的具体知识，还要能够促进对量子力学的思考和理解，是一件
困难的事情。不过，我很开心，我自认为，沿着Feynman在《Feynman 物理
学讲义第三卷》[7] 的思路，我找到了一个好的解决方式。

着眼于增加对量子力学和量子世界的理解，本书最主要的目的就是说
清楚经典系统的行为和量子系统的行为的差别和联系，然后比较经典力学
和量子力学的异同。在尽量说清楚这个主题的同时，通过从量子系统的行为
来构建量子理论的过程来体现数学和物理的关系，从而促进读者对什么是
科学的理解：批判性思维在科学中的地位，观察和实验在科学中的地位，科
学和数学的关系，可证伪性和可验证性的关系等。在学习方法上，本书非常
强调对概念的深刻理解——所谓理解就是把握这个概念与其他概念之间的
关系并且联系到实际应用或者实验。因此，也希望本书的读者在阅读和学习
本书之后，在学习方法上也有所得，学会做理解型学习 [10]，而不是记忆型
学习——做到“知其然，知其所以然，知其所以所以然”。也就是，明白本
书主要说了什么（What），怎么说的（How），为什么说这些、为什么这样
说（Why），以及还要问理解这些对我来说意味（Meaningful）着什么、读
者“我”是否喜欢这样的选择和阐述方式。我称之为WHWM问题。本书对
数学物理的基础和计算细节要求都不太高，但是对于“问到底”的精神对于
不断地挑战自己思考的深度有非常高的要求。本书原则上对读者没有专业
的限制，只要是甚至曾经是理科的学生老师而且善于思考，愿意了解量子系
统的奇妙之处还愿意挑战自己的理解和思考，都可以来尝试阅读本书，而且
有所收获。但是，警告：本书不是一本容易阅读的书，尤其在思考的深入程
度上。

从结构上，见图 1，本书分成几个部分：第一部分，什么是科学，量子
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系统的奇怪行为（实验），和这些行为的可能数学模型的尝试；第二部分，
线性空间的矢量和算符、Dirac 符号，概率论和以 Hamiltonian 描述的经典
力学；第三部分，量子系统的状态、测量和状态的演化；第四、五部分，量
子纠缠和纠缠在量子信息上的应用。从整体思路上，第一部分是发展量子理
论的动机，而第三部分是量子理论的核心。其它的，第二部分是数学物理基
础，有基础的读者可以快速略读；第四、五部分主要用于开阔一下眼界，了
解一下量子信息和量子博弈。同时，最后这一部分也强调一下纠缠在应用上
的特殊意义，尽管其本质，将来读了这些章节之后可以看见，还是量子态的
叠加原理。整本书，有一个主题贯穿始终，能不能用没有状态叠加原理的数
学形式，来描述量子系统的行为，或者说，为什么量子系统的行为需要满足
叠加原理的数学形式来描述。
希望读者在学习完了本书之后，第一，了解量子系统的行为以及行为和

满足状态叠加原理的数学形式之间的关系；第二，思考和建立初步的对物理
学（或者说科学）和数学的关系的认识；第三，学会通过阅读其它书籍和文
献在核心概念的基础上自学的方法，以及提升自学的意愿。如果还能够对基
于批判性思维和系联性思考的理解型学习有比较好的体会，就是额外有所
得了。
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图 1: 本书的体系结构和大多数书不太一样，对于为什么量子系统的理论形
式必须是基于矢量叠加原理的量子力学做了很多的讨论。因此，量子系统的
实验行为部分在本书里面也占了很大的篇幅，而理论部分从“密度分布函
数”到“密度矩阵”的转变以及转变的原因占了核心的地位。通过这样的结
构，我们希望读者除了了解量子力学是什么之外，还能够思考为什么量子力
学会这样并对此形成一定的理解。图中的下半部分是一个总结，请读者把它
和上半部分联系起来，比如通过思考“例如”的关系：“数学结构”——“例
如”——“矢量空间”。
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引论：为什么需要量子力学
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科学家，尤其是物理学家，其主要目的就是给实际的世界提供一个可计
算的可证伪的3理想模型，通过对这个理想模型做计算，人们能够得到实际
世界的行为。为什么我们要学习量子力学呢？除了量子力学很有用——它是
所有的半导体材料背后的理论（因此你的手机、电脑等依赖于它），它也是
所有的化学反应背后的理论，现在它已经被广泛地应用于药物设计等等等
等之外，对一个追求智力上深刻的愉悦或者是真正企图理解自然界的行为
的人来说，根本的是因为原则上量子力学是所有（微观）客体运动变化的理
论基础，并且量子客体的行为超过了我们的大脑所熟悉的直观的经典力学
的世界能够解释的范畴。相对论对日常经验的突破是同时的相对性，量子力
学对于日常经验的突破更大。这门课程的任务就是呈现给你这个突破是什
么。这个突破我称之为一扇门：量子力学是一扇打开你用不同的眼光看世界
的门。不打开这样一扇门，你的人生就是不完整的。至于打开之后是否就完
整了，另说。

打开这扇门之后，看到了不同的现象，给物理对象找到了不同的数学结
构，我们会产生如何来理解这样的数学结构的问题，以及这样的数学结构能
够告诉我们什么新的没有想到过没有看见过没有计算出来过的现象。因此，
除了量子力学本身，和打开一扇门的作用，学习量子力学还能够深刻地体会
到什么是科学，科学与现实，科学与数学的关系。

下面的所有的具体内容，都是围绕着以上这个学习目的——我称之为
“量子力学的大图景”，包括这是一扇什么样的门、打开这一扇门的意义、对
什么是科学的认识（现实和数学结构的关系、数学结构的理解、理论的应用
预测和检验）——来选择、设计和展开的。

在这个第一部分里，我们主要通过介绍几个量子系统的实验及其可能
的经典力学的解释来展示：量子系统的实验结果经典理论不能解释。然后，
我们还会稍微探索一下一个能够解释量子系统的实验现象的理论的数学结
构有什么要求，这个数学结构的特殊之处。

本书第一部分推荐参考书：Feynman的《物理学讲义第三卷》[7]，Bal-
lentine的《Quantum Mechanics – a morden development》[8]。Feynman的
小册子《QED: The Strange Theory of Light and Matter》[12] 也非常值得
一看。有兴趣得读者还可以看一下Bell的《Speakable and Unspeakable in
Quantum Mechanics》[1]。不过更合适的阅读Bell这本书的时间点是在你差

3一个理论其所推导出来的结果原则上可以被实验和实践证明是错的，但是迄今为止，还没有被证明是
错的就叫做可证伪的但是尚未被证伪的理论。更加深入的讨论见 [11]
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不多理解了本书的第十一章之后。各个章节有它们自己的推荐阅读材料。



第一章 量子系统的实验

在这一章里面，我们将介绍一些典型的量子系统的行为，然后告诉大家
用经典的粒子的理论（确定性或者随机性的经典力学）或者波的理论（经典
波动力学）——两者的背后都是Newton 力学，不能解释这些实验结果。

介绍量子系统的实验之前，我们来讨论三个经典对象——水槽中的水
波的双缝实验、进入相机镜头的光波和一把不太可靠的枪射出来的子弹的
双缝实验——后者是一个理想实验。在讨论量子系统的行为的时候，这里我
们用的是双缝实验以及关于偏振（自旋）的实验。实际上，Feynman 说过
如下意思的话，量子力学的一切奇妙之处就在双缝实验。因此，所有的这些
实验实际上展示的都是一样的：量子系统的行为到底在什么方面和经典系
统的行为不一样，而后者可以通过经典粒子或者波的力学来解释。不过，我
们将展示的各个实验确实还是会有每个实验容易理解和不容易理解的地方，
相互可以补充，更好地启发你的思考，或者说更好地把你逼入思想的墙角。
必须经历过这个被逼入墙角的过程，将来才能够对量子力学的理论体系为
什么可以成为量子系统的数学模型有更好的体会，也了解“问题”所在。

所有的实验，我们都会企图用经典波或者经典粒子的理论来解释观测到
的现象。在这里要注意，实际上经典介质波本质上还是经典粒子的理论：经
典波实际上是一大群联系在一起的粒子的整体行为，两者背后都是 Newton
力学。我们还会讨论一些经典粒子和经典波都不能解释的现象。因此，在下
面的实验中我们主要关心这个实验能否由经典波来解释，还是经典粒子来
解释，还是两者都不能解释。

1.1 经典粒子和经典波的实验

实验 1.1 (水波的双缝实验) ：一个较大的水槽，表面上有一个振动的小球。
小球的振动形成的水波被一个固定的木板挡住，只能通过木板上的两个小

21
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图 1.1: 来自于不同驱动源（A 点，B 点）的波在水槽里面的任意一点的效
果都需要把来自于 AB 两点的矢量叠加。这个叠加产生了我们见到的相对
稳定的明暗交替的波纹。图片转引自 wikipedia 的“Young氏干涉”条目1。

孔传到木板的另一侧。观察另一侧的水波的行为，我们可以看到有的地方振
动的幅度很小，有的地方比较大。这个与单独打开一个小孔的时候不一样。
单独开一个小孔的时候，如果不是看的范围很远以至于遇到容器壁或者衰
减的太厉害的话，各个距离相同的点的振动幅度差不多，也就是成圆形散发
的波动。打开两个小孔以后看到的有的地方振动幅度加强（与单个小孔的情
形相比，图中明亮的条纹）有的地方减弱（图中比较暗的条纹）的现象就叫
做干涉。整体还是呈圆形往外扩散，但是，条纹出现了强弱交替。如图 1.1

所示。

经典波动力学是这样解释的。木板另一侧的任何一个点受两个振动源
——也就是那两个小孔——驱动。由于波的传播不是粒子真的沿着波的传
播方向上在传波，而是每个粒子在做来回往复的振动，因此，当同时受多个
驱动源驱动的时候，自然其运动就是把多个源传过来的振动方式相叠加（如
图 1.2 所示）：在 t 时刻，第一个小孔传过来的振动希望 x 这个点的位置在
z1 (x, t)，第二个小孔传过来的振动希望 x 这个点的位置在 z2 (x, t)，那么合
起来自然就是

z (x, t) = z1 (x, t) + z2 (x, t) . (1.1)

注意到 zi (x, t) 是类似于 A cos 2π
(

x
λ
+ ωt + ϕ0

)
余弦函数，所以上式经过三

角函数和差化积（cos (α) + cos (β) = 2 cos
(
α−β
2

)
cos

(
α+β
2

)
）实际上就会成为

一个不依赖于时间只依赖于位置的慢变部分和一个依赖于时间和位置的快
变部分。其中这个慢变部分可以看成是快变部分的振幅，而这个振幅只依赖
于位置。观察到的振动幅度的大小就是这个慢变部分的体现。在这个解释
中，黑体字的部分是非常重要的，也是自然的——其背后是力的矢量叠加和
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图 1.2: 横轴是时间 t，纵轴是振动高度 z。在同一个地点（x）振子受到来自
于两个波源（记单独一个波源的时候振子的高度分别为 z1 (t) 和 z2 (t)，下标
表示波源，t是时间）驱动的效果是两个波的效果的矢量叠加。通过这个叠加
我们看到了振幅的相长（cos (t)+cos (t + 0.1π)）相消（cos (t)+cos (t + 0.9π)）
现象。我们注意到，振幅相长还是相消取决于两个用来相加的 cos θ1+ cos θ2
函数之间的角度的差别 θ1 − θ2。这个角度差，例如上式中的 0.1π，是由两个
波源到 x 点的距离差造成的（为什么距离差造成这个角度差别可以参考光
学或者波动力学的教材。在这里不讨论）。

Newton 定律。但是，如果我们的运动实际上就是粒子本身在沿着波传播的
方向传播，例如光波，情况就不一样了，黑体字部分就不对了。以后我们还
会仔细来考虑光波的干涉是如何解释的。暂时我们把光波也可以看作是在
空间每一个点上有一个矢量这样的经典波的数学模型，因此上面的解释在
水波和光波上都可以用。将来我们再讨论光波这样的可以看做一个个粒子
在沿着光波传播的方向传播的波的干涉问题。

经典的波是介质波：一个点的介质的运动影响邻近点的介质的运动。一
般来说介质点本身并不随着振动传播而传播开去。于是，如果有一个点的介
质收到多个邻近点（不管在相同还是不同方向上）的振动的影响，那么其效
果自然就是这些影响的叠加。这个叠加是 Newton 定律和力的叠加的结果。
下面要讨论的光波和电子波等不再是介质波而是物质波：一个个的小个体
在振动传播的方向上传播开去，它们不需要额外的介质来承担这样的运动。
于是，一个粒子带动旁边的粒子运动这样的图景就不再适用了，一个波分成
两束或者多束这样的图景也就不再适用了。至于我们如何肯定这样的小个
体在传播过程中是否还是把自己分裂成很多份到了被观测的时候再一次合
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1 r = 4%

t =?

r = 4%

图 1.3: 光子经过一块玻璃，可以在玻璃的两个界面上发生反射和透射。那
么从第一个界面出来的光就可能是第一次反射形成的，也可能是第一个界
面和第二个界面反射并且在第一个界面透射以后形成的。这样互斥事件形
成的光能够相互抵消吗？如果不能，我们给相机镜头镀膜——这里把膜看作
新的一层玻璃——干什么？

起来的问题，我们将来再讨论。在这里，我们假设总是可以用一个在当前能
量尺度上已经不能再裂开的粒子来做我们的实验，而且实际上，我们可以随
时在实验的任何一个中间步骤通过探测器来检查这些粒子在运动过程中是
否还是一个整体或者说分成好几个部分2。

实验 1.2 (相机镜头上的贴膜形成的光的干涉现象) ：镜头上的贴膜就是让光
尽可能多地通过镜头之前的膜而不是被这个膜反射太多 [13]，然后，也降低
在膜和镜头——可以是玻璃或者塑胶——之间的反射。现在，我们来关心前
半部分——如图 1.3 所示的光过膜的两个界面——的过程。为了简单起见，
我们用 Feynman 在《QED: The Strange Theory of Light and Matter》[12]
中的光过玻璃的例子——把光过贴膜改成光过玻璃。概念上两者没有区别。

为什么通过这样一个两个界面的反射就会增加光的透射呢？我们知道
在每一个界面上都有一部分光被反射出去，那么也就是说，不增加这样一层
额外的镀膜应该有更多的光进入到镜头。是这样吗？如果不是这样的话，从
第一个界面反射的光肯定是以某种方式与从第二个界面反射的光相互抵消
从而降低了反射出去的部分。那么这个相消的过程是如何发生的呢？经典波

2其实，这个观测会引入其他的问题，我们留到后面再讨论。
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动力学给出了如下的解释。

考虑两列从太阳或者某个远处的单一光源（于是近似看成平行入射光）
过来的光波，一列经过一次反射，另一列经过两次反射一次透射以后遇到一
起。既然遇到一起，那么就相当于两列光波在同时驱动相遇的这个点的振
动，于是也需要把两者叠加起来。于是，我们就得到了与水波的干涉数学上
完全相同的表达式，于是结果也相同。在这个解释中，把光波看成是两个部
分分开传播然后相遇——也就是同时到达某点——是非常重要的，矢量相
加也是非常重要的。
小结一下，经典波动力学对于干涉的解释要么依赖于一个点的粒子的

振动状态同时受多个驱动力驱动，要么依赖于一个波可以分成多个波然后
让这个多个波相遇，从而相当于一个点的振动同时受多个驱动力驱动。同时
受多个驱动导致了状态的叠加关系，而状态的叠加关系形成了干涉。可以想
见，如果我们需要考虑一个整个空间中的任何时刻，都仅存在一个粒子的情
况，那么上面的解释就有可能会出问题。这个时候，在一个点上的粒子受其
它粒子驱动的情形不能用了，一个波分成多个再合起来的情形也不能用了。
以后我们将讨论这样的整个空间只有一个粒子的令人困惑的情形。

下面我们再运用光的偏振来做另一个同样——将来考虑单粒子以后—
—让人困惑的实验。光是横波，振动方程和传播方向垂直，因此在三维空间
中可以分解成两个正交的振动方向。因此，光实际上有传播和偏振两个自由
度。在这里，我们主要关注偏振这个内部自由度。偏振片是一个非常有意思
的仪器：其内部有一个由制作偏振片的材料和方式决定的特定方向，通过偏
振片的光其振动方向必然和这个内部方向一致。那部分振动方向不一致的
光，就被完全挡住了。至于如何实现以及实现这样的选择的机理是什么，我
们不关心。为了以后语言上的方便，我们称透过去的光为“透射”光，被挡
住的为“反射”光。在物理上，是否这个被挡住确实是由于反射还是什么其
他物理过程，在此我们不讨论。

实验 1.3 (Dirac 的光过三块偏振片) ：找三块完全相同的偏振片来做如图
1.4 所示的三个实验。先拿其中的两块做实验 A：一手拿一块偏振片，把两
块偏振片完全平行地放在面前，透过镜片看物体。观察是否能够看到东西，
还是基本不能透光？再拿这两块做实验 B：一手拿一块偏振片，把两块偏振
片垂直地放在面前，透过镜片看物体。观察是否能够看到东西，还是基本不
能透光？接着取出第三块镜片，做实验 C：把第三块镜片以某个角度——与
之前的镜片都不平行——插入到实验 B 的两块之间（这时候你可能需要别
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图 1.4: （a）. 光过两块平行偏振片（透过）。（b）. 光两块垂直偏振片（挡
住）。（c）. 光过三块偏振片——最前最后两块相互垂直，中间的偏振片处于
前后两者之间的某一角度（透过）。

人帮忙）。观察是否能够看到东西，还是基本不能透光？

实验结果是：A 通过两个平行镜片看物体，基本上没变（光的强度有变
化，但是能够清楚地看到镜片之后的物体）；B通过两个垂直镜片看物体，基
本上看不到镜片之后的物体；C 增加一个镜片以后，之前不能看到的镜片之
后的物体又能够看到了。

这个（将来我们会看到的）量子效应如此显著的实验，竟然是可以在家
里做的，只要购买三个偏振片，例如偏振墨镜或者如图 1.5 的教具。

经典粒子理论的解释：第一块镜片选择让某一属性——其实是光子的
特定偏振方向（例如硬币的向上态）——的粒子通过。如果第二块允许的方
向完全与第一块平行，则光子不会再次被挡住——其性质已经是能够通过
的状态（例如向上的硬币），直接通过。如果第二块允许的方向完全与第一
块垂直，则光子被挡住——其性质正好就是能够通过的状态的互补状态（例
如向下的硬币），完全不能通过。于是，我们了解了两个垂直的方向的光子
正好就象向上和向下的硬币的关系一样。这个时候，我们再来增加第三块镜
片。由于第一块和第三块——之前的第二块，已经把所有的可能都挡住了，
因此，无论在中间如何改变光子（或者说硬币）的状态，都不可能有通过的
光子。因此，经典粒子的模型不能解释这个实验。

为了强调这个实验多么的神奇不可理解，我经常用下面的类比：有一个
屋子有两个门。前门只允许男人通过（进入这个屋子），后门只允许女人通
过（出这个屋子）。于是，在假设全世界只有男人和女人的前提下，没有人
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图 1.5: 这个偏振片专门是开发了做教具的，非常便宜。

能够通过这个屋子——我们在后面观察不到人。这个时候，屋子里面增加
了一道门，然后，我们就能够看到有人通过这个屋子了。这个是不可能的事
情。屋子里面的那道门难道可以把男人变成女人，而且是本质上就变了而不
仅仅是打扮成女人？我们称这个实验为“三道门实验”。
经典波动力学的解释：光波经过偏振片的过程可以用一个矢量投影来

描述 Ar = A⃗ · r̂，其中 A⃗ 是入射光子的状态，r̂ 是镜片的方向，而且经过镜
片之后的偏振状态是 r̂，强度是 |Ar |2。我们先不问这个经典波过偏振片的理
论是从哪里来的，也不问为什么透过的光的强度和这个投影的计算有关系。
于是，经过第一块镜片——记为 x 方向——之后，光子的状态就是 x̂。如果
第二块允许的方向完全与第一块平行，则光子不会再次被挡住——1 = x̂ · x̂，
100% 完全直接通过。如果第二块允许的方向完全与第一块垂直——记为 y

方向，则光子不会再次被挡住——0 = x̂ · ŷ，光子完全被挡住。如果有第三
块镜片——记为 xy 平面上的某个角度 θ（θ , 0, π

2
）的方向，则通过前两块

镜片的几率不为零，

x̂ · r̂θ = cos (θ) , 0. (1.2)

过了中间那个镜片之后，其状态为 r̂θ，于是过最后那个镜片的几率也不为
零，

r̂θ · ŷ = sin (θ) , 0. (1.3)

我们看到经典粒子不能解释实验现象，但是经典波似乎通过矢量投影——
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通过 r̂ 方向的出射光是 r̂ 方向的偏振，其强度是 |Ar |2，其中 Ar = A⃗ · r̂——
能够解释这个实验的现象。

实际上，确实可以运用经典的绳子上的波来实现这个实验。

实验 1.4 (绳子上的波过三个缝) ：一根伸展开的绳子，记绳子伸展方向为 z

方向，水平和竖直方向分别为 x 和 y 方向。我们抖动绳子的一端，观察绳
子另外一端的振动。当绳子上没有任何其他东西的时候，基本上主动的一端
如何抖动则被动的一端就如何振动。现在我们来加上几个狭缝，如图 1.6(c)：
这些狭缝在一个方向上限制振动传播到狭缝的另一面（绳子在那个方向上
遇到边界），而允许另外一个方向上的振动传播到狭缝的另一面。我们作如
图 1.6(a) 和 (b) 的实验，A：第一个狭缝沿着 x 方向，第二个沿着 y 方向；
B：在实验 A 的基础上，再中间插入一个沿着 x − y 平面 450 方向的斜着的
狭缝。

在这里狭缝实际上就是“绳子波的偏振器”。在我们的实验中实际上我们用
了如图 1.6(c) 的一个烧火的钳子来当做这个偏振器。我们看到了相同的实
验现象。其实，和偏振片相对应的实验 A 现象也是一样的。那么，是否能
够用相同的理论模型来解释呢？

经典波的解释：上面关于 Dirac 光过三个偏振片的经典波的解释完全
就解释了这个绳子上的波过三个狭缝的实验。在那里最关键的就是经典波
的情形下矢量投影

Ar = A⃗ · r̂ (1.4)

当一个原来在某一个方向上的振动企图通过这个绳子偏振器的时候，可以
想见大约矢量投影公式 (1.4) 还是正确的：振动方向和强度合起来是一个矢
量，当其中某一个方向的振动受到限制从而只能够在另一个方向振动的时
候，其在能够振动方向上的强度大约应该是通过在那个振动方向上做一个
投影来得到。于是，A, B,C 的实验现象就得到了解释。

这个时候，我们可能觉得，光的行为，跟绳子上的波差不多。这个时候，
我们利用绳子的模型再来思考，矢量投影公式 (1.4) 到底表示了什么含义。
绳子上紧密与小缝相连的那个点的振动，受到小缝所在的点的驱动，本来应
该是随着驱动点大概在同一个方向上运动。但是，当受狭缝限制以后，只能
那个狭缝允许的方向上的振动被激发起来。这个时候，我们必须依赖于绳子
上有很多个点，每个点都是一个可以做振动的物体这个事实，加上 Newton
定律，来理解矢量投影公式 (1.4) 的含义。
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(a)

(b)

(c)

图 1.6: (a). 绳子上的波过两个垂直狭缝（挡住）。(b). 绳子上的波过三个狭
缝——最前最后两个相互垂直，中间的狭缝处于前后两者之间的某一角度
（透过）。(c). 实验用的火钳，非常便宜。
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于是，在这个实验和解释中，我们看到：第一，矢量投影确实解释了实
验现象；第二，矢量投影的含义依赖于多个可被激发出振动的小单元来理
解，而这个理解的基础是 Newton 定律。然而，当将来在下一节中，我们考
虑单个光子的传播的时候，它不再是介质上的波了，不能用 Newton 定律通
过介质上的点的相互作用力导致传播导致矢量性来解释了。于是，第三，经
典波动力学不能解释单光子的 Dirac 光过三个偏振片的实验。更多的讨论
见下一节3。由于经典波理论能够解释以上实验行为的原因在于经典波满足
叠加关系或者矢量投影，可分解，可叠加，我们可以自然地猜测，没准，这
个叠加关系和矢量投影的数学结构，也就是状态的数学描述是矢量这一点，
将来在量子系统的理论里面，也会保持下来。

现在，我们再来看另一个经典力学的例子。

实验 1.5 (子弹的双缝实验) ：如图 1.7所示，一把准确度有问题的固定好的
机枪在点射同一个地方，但是由于准确度有问题，射出的子弹以一定的概率
p（(1 − p)）到达目标上（下）方 d

2
的地方。然后，在 ± d

2
的地方各有一个奇

怪的小缝，这个小缝会把这个子弹在比较小的仰角 θ0 的范围内以均匀（为
简单计，我门假设打到屏上以后，子弹在一个小范围内均匀分布）的概率弹
射到距离 L 之外的屏幕上。每一个打在屏幕上的子弹会在屏幕上留下一个
荧光的斑点。实验中，我们观察屏幕上子弹留下的痕迹。

我们通过分析单个小缝的结果然后组合两个小缝的行为来分析这个实验。对
于过第一个（第二个）缝然后出来的子弹，其在屏幕上形成的痕迹以 d

2
（− d

2
）

处为中心宽度为 2L tan (θ0)。当 2L tan (θ0) < d 的时候，两个斑点没有重叠
的部分。就是分散的两个独立的斑点。可以想见，当 2L tan (θ0) > d 的时候，
在中间重叠的部分，由于能够获得来自于任意一条缝的子弹，其概率是两者

3因此，如果有人给你展示这个 Dirac 的光过三偏振片实验，并且宣称他能够很好地理解和解释这个
实验，而且这个实验展现了量子系统的独特行为，那么，他基本上是错的。第一、在不考虑单光子实验的
情况下，这个展示和上面那个绳子上的波的实验是完全一样的，因此，展示的是波的特性——也就是矢量
投影的解释能力，而不是量子系统的特性。第二、矢量投影在经典波的情形下为什么能够成立，才是需要
思考和理解的重点，而不是先接受它然后用来解释现象。换句话说，波的特性不是量子系统的特征，无介
质的波的单元——单个粒子——也具有波的特性才是量子系统的特征。如果有人给你演示这个实验，并且
提醒你注意单光子的时候如何解释，而且告诉你解释起来有问题，才表明这个演示的人真的注意到了这个
实验揭示的量子力学特性。经典波遵循的跟叠加关系类似的矢量投影解释了完全被两个具有互补关系的
镜片相互挡住的光又一次重新出现的问题，但是将来我们考虑的对象是单个光子，没有介质，不能用基于
Newton 定律的经典波的解释。于是，看起来，一个单个的粒子要具有波的特性。那只能是几率或者几率
幅的波了。沿着这个思路，我们还需要说明，几率的波不能解释量子系统的行为，只有几率幅的波才行。
于是，我们才考虑下面的单电子过双缝、which-way 实验的问题。
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P1, P2 P1 + P2

1

2

θ

Wall Screen

图 1.7: 子弹经过两个小孔。孔间距为 d，档板和屏幕之间的间距是 L。机枪
覆盖仰角是 θ。后面的两个图是结果示意图。分别是两个小孔独自的结果和
合起来的结果。在这里实际上我们忽略了一个“重新归一化”的计算细节，
例如实际上应该是整体上除以 2 也就是 1

2
(P1 + P2)。

之和，

P (z) = P
(
z
∣∣∣∣∣d2

)
P(

d
2
) + P

(
z
∣∣∣∣∣−d
2

)
P(−d

2
). (1.5)

我们不知道这个实验是不是真的做过，如果做过小缝的行为是不是接近实
验中的实际情况。但是，通过经典概率论的概率叠加原理（有的地方两个缝
过来的子弹都能到，有的地方只能接收到一个缝过来的子弹）我们可以得到
如下的大致结果，而且这个结果有一个重要的特征：在任意一个小缝的子弹
辐射范围内，在两个小缝的情况下仍然有子弹的痕迹。如果小缝的行为比我
们假设的简单情况复杂，例如均匀性的假设会不太对，实际的轨迹就会不完
全一样，但是这个特征是不变的。一个随机变量的平均值只能够取值于其所
有的可能取值之间，不能比其中最小的还要小。

1.2 单个电子或者单个光子的实验

上一节，我们提到，对于介质上的波，由于 Newton 定律的成立，并且
可以考虑多个点的运动对某个点的驱动，矢量叠加关系和矢量投影能够解
释上一节中提到的干涉现象，但是，在整个空间只有一个粒子并且没有介质
的情况下，它们的成立的基础——介质上的粒子通过满足 Newton定律的力
来影响相互运动——似乎就没有了。另一方面，概率叠加原理——一个事件
有多种互斥情况发生的可能，则其整体效果是这些不同可能的叠加——不
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图 1.8: 来自于一个电子枪——绝大部分时间里面，这个电子枪每
次发射一个电子——的电子经过一个障碍物隔开的两个小缝，到达
屏幕上。电子在屏幕上的落点被记录下来，形成右侧的图样。注意
和子弹的理想实验的区别，并思考其原因。装置示意图和实验结果
图来自于 hitachi 公司的研究亮点网站上记得去获取授权。在这个网
站http://www.hitachi.com/rd/portal/highlight/quantum上你还可以看到
视频。这个工作由 Akira Tonomura （外村彰）及其合作者完成 [14]。

需要多粒子的图像，粒子一个一个过去的事件，仍然可以用概率叠加原理来
描述。其所需要的仅仅是粒子的行为的多种可能，而不是多个粒子——多个
粒子之间相互作用之类的。但是，这个概率叠加原理又不能展现出来矢量叠
加关系和相干性：单缝情况下就有粒子到达的地方在打开双缝的情况下竟
然会没有粒子到达。现在，我们来看一下量子系统的真实实验的结果。在这
里，我们确实考虑在整个空间只有一个粒子的情况。我们来看看概率叠加原
理能不能解释实验结果。

实验 1.6 (电子的双缝干涉实验) ：如图 1.8 所示，一个电子射线枪，射出与
上面的情况完全相同的子弹——电子（其中，小缝的行为可能不是子弹的理
想实验中的均匀分布的情况），我们观察电子在屏幕上留下的痕迹。我们发
现，见图 1.8 中的实验结果和图 1.9 中的示意图，在某些地方——在一个小
缝就能辐射到的范围内的某些地方，当两个小缝都打开的时候——电子几
乎没有留下痕迹。

我们发现了一个新的特征：两个小缝都打开以后，电子打到某些地方的几率
比任何一个小缝独自打开的时候都小。回到豌豆射手的类比，这个现象就好

http://www.hitachi.com/rd/portal/highlight/quantum
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图 1.9: 基于 θ 角范围内均匀出射的干涉现象示意图。(a)来自于一个单电子
电子枪的电子经过一个障碍物隔开的两个小缝，到达屏幕上。考虑通过其中
一个小缝的结果和同时打开两个缝的结果的差别：有的地方变得几乎没有
电子到达，有的地方电子到达的几率变得非常大。而不仅仅是概率叠加。联
系到图 1.7，在那里是遵循概率叠加的子弹。在这里实际上我们同样忽略了
一个“重新归一化”的计算细节。

像是说，有的地方一个豌豆射手就能够做到射击覆盖，但是当增加一个豌豆
射手的时候，那个地方反而不在射击范围之内了。这是不可思议的事情。这
样的话，你玩植物大战僵尸游戏的时候就要更加小心了。

看起来，好像是，过两个小缝的电子之间存在着某种相互作用。但是，
我们可以让电子枪点射，每次只能够射出一个电子。这样的话，相互作用的
解释都非常不可能了。在整个我们关心的空间，每时每刻只有一个电子存
在，它跟谁相互作用？还有一种可能：一个电子也能够象经典波（例如前面
的光波或者水波）一样以某种方式劈开两半，然后同时过双缝，从而实现自
己跟自己相互作用。我们不能否认这个可能性。一个简单的检验方法就是在
两个小缝的地方各自放置一个探测器，然后看一下是否在某一个时刻可以
在两个探测器上同时都探测到半个电子。实际上，这个实验对于光子的情形
是做过的 [15]，我们从来没有探测到过半个光子或者两个光子。将来我们会
知道，这个额外的探测器有可能带来一个额外的问题：先经过小缝然后再探
测器以后的电子的状态有可能就不再是原来仅仅经过小缝而不经过探测器
的状态了。因此真的靠这个额外的探测器来回答电子如何过两个小缝是有
问题的。不过，在这里，我们关心的事情不是电子如何过双缝，而是是否电
子在有的时候会分开两半。或者说，我们把整个空间看作是很多很多个小缝
合起来的，难道说电子都需要分成这么多个部分？电子又如何知道需要分成
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几个部分呢？所以分成几个部分一起过去的假说是不太合理的。当然，我们
面对的对象是有独特行为的量子客体，我们不清楚哪些不合理是可以接受
的。如果我们没有任何其它方式可以建立电子行为的数学模型和物理图景，
那么不合理之处也是必须接受的。

幸好，我们还有别的选择。我们沿着这个想法继续走下去：电子在这个
过程中没有与任何其他的东西发生未知的相互作用，除了电子从电子枪里
面发射出来，然后在小缝处发生有可能是复杂的——但是行为是完全已知
的——相互作用之外。例如之前我们所假设的在某个角度之内均匀出射，这
个均匀出射（或者其他的概率分布的出射）是如何产生的我们暂时不管。也
就是说，在仅有上（下）方小缝打开的时候，电子的痕迹如图 1.9|ψ1|2（|ψ2|2）
所示——实际的图样可以和这个“在各自小孔对应的范围内均匀分布”的图
样不一样，跟小缝的细节有关——但是，在两个小缝都打开的时候，成了图
1.9 中的 |ψ1 + ψ2|2 的样子。关键就是：这个图中的 |ψ1 + ψ2|2 绝对不是和
p |ψ1|2 +(1 − p) |ψ2|2 这样的概率叠加能够得到的，包含任意的 p——概率性
叠加永远也不会出叠加以后的值比叠加之前的值都小的情况。经典粒子的
力学，甚至允许概率的经典力学，不能解释电子的双缝干涉现象。经典的波
的力学，当考虑电子每次都是完整的一个而且是仅有一个的时候，也不能解
释电子的干涉行为。如何理解这个现象？

其实，我们也可以控制前面那个光过玻璃的实验，让光的强度足够小4，
以至于任何时刻，如果测量的话，整个光路中不会有一个以上的光的能量单
位（将来我们会知道这个能量单位就叫做光子，现在我们就先在最小能量单
位的意义上用这个名词）。这个时候，我们同样发现，基于把光波分成几份
再合起来的经典波动力学的解释也不能用了。如何在单光子的情形下解释
光子过玻璃然后反射部分相互抵消的现象？任何时刻，唯一的一个光子过第
一个界面的时候可能反射也可能折射，第一种情况发生了反射，反射光就开
始跑路了，注意光子跑得很快的，故事暂时结束。第二种情况，发生了折射，
然后遇到第二个界面，假设这次发生了反射，光子又回到第一个界面，接着
发生了折射。这些过程是需要时间的。这个时候，第一种情况下的光子，可
能都已经跑到月球了。经典波动力学的数学表达式——注意——是能够解
释干涉现象的，就是理解上需要把光波分成多个部分然后同时到达，而这一
点，考虑单个光子的时候我们做不到。除非单个光子也是分成好多个部分来

4其实我们需要专门的技术来保证每次空间中只有一个光子，见例如 [15] 中所用的取一对下转换光子
中的一个。
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过玻璃的。我们说了，这个可能性以及加探测器来检验这一点的问题，以后
再讨论。

现在，我们再按照经典粒子的图景来描述一下这个光子过玻璃的实验。
我们总共只有一个光子，按照子弹的力学过程，第一个界面发生反射的可能
性如果实现了，这个光子就跑掉了。然后在第二个界面可能再发生反射，于
是透射的光波应该是两次反射之后剩下的那部分。也就是说光子发生透射
的概率是在两个界面上都发生了折射，于是透射率是 0.96 × 0.96 ≈ 0.92。然
而，我们的透射率大于 0.92 可以接近 0.99[12, 13] 的实验结果告诉我们，这
两种可能一定要通过某种方式相互影响。可是，怎么相互影响呢？整个空间
只有一个光子，如果第二种情形发生，那么第一种情形就不会发生：光子如
果在第一个面就被反射了，怎么会在第二个面再一次被反射呢？因此，就算
我们“理论上”想把这两种情形叠加起来，两种根本不会同时发生的事情要
相互影响，也不行啊。我们仅仅能够按照经典概率论把两种可能的结果按照
概率加起来。于是，不会出现被反射掉的光比其中任何一个都要小的情况。

经典粒子的力学和经典波的力学都不能解释这个光子过玻璃的实验。如
何理解这个现象？

同样地，当我们考虑单光子过三个偏振片实验的时候，我们的矢量投影
的基础——一个单元的受限振动由前一个单元驱动——就没有了。这个时
候逼迫我们考虑完整的单个的光子的通过或者被挡住的行为。让我们跟着
这个光子开始旅程：首先经过第一个偏振片，假设没有被挡住，那么它的偏
振状态肯定是 x 方向。接着，如果遇到 y 方向的偏振片自然就完全被挡住
了，如果遇到 x 方向的偏振片自然就完全过去了。关键是遇到 θ , 0, π

2
的时

候怎么办？我们知道为了能够解释实验结果，我们需要在这个时候用矢量投
影。可是这里的矢量投影好象是在说，就算一个已经被投影成为 x 方向分
量的状态，里面竟然有 θ 方向的分量，而那个被投影成为 θ 方向的分量的
状态，则竟然也还有 y 方向的分量。将来我们会看见，这个——“一个看起
来单纯一个方向的矢量，竟然，可以看作其它方向的矢量的叠加（也就是有
那些方向的分量）”——是量子系统的理论的特征，就算对于单个粒子。这
个正是状态的叠加原理。

下面，我们再用两个类似的实验，来展示量子客体的行为的独特性。

光子分束器可以把光子以一定的概率反射或者透射。这里为了简单计，
我们把反射和透射的几率设定为 0.5。在我们后面的习题中，我们会用到这
样的仪器。光子偏振分束器（也称作极化分束器、偏振分束镜等）是一个能
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图 1.10: 光子 which-way 实验装置示意图。其中最后一步把两个不同路径
来的光又合起来然后进入偏振分束器在实验中需要一个额外的仪器来完成。
在这个示意图里面我们只需了解能够做到这样的合起来就可以了。注意偏
振分束器的内部方向和图中的仪器的摆放方向不是一个东西。

够根据光的偏振状态来决定让光透射方向的仪器。这个仪器有一个内部的
方向，这个方向是由制作该仪器的材料决定的。我们知道光波是横波，有两
个可能的与传播方向垂直的振动方向。一般地，一个光波的电场分量可以写
做，指定传播方向为 ẑ 方向，

A⃗ = A0 cos (kz − ωt + ϕ0)x̂ + A1 cos (kz − ωt + ϕ1)ŷ. (1.6)

其中 x̂, ŷ 就是与 ẑ 方向垂直的平面内的两个正交的方向矢量。我们这里不
妨就把 x̂ 指定成偏振分束器的内部方向。这个时候我们让上面的一般的沿
着 ẑ 方向传播的光经过这个分束镜，我们就会发发现 x̂ 方向的光从一个角
度透射过了这个分束镜，而 ŷ 方向的光从另外一个角度从这个分束镜透射
了（或者当是偏振片的时候是反射、完全挡住。这个如何实现的细节在这里
不重要）：偏振分束器透射与其内部方向相同的光，反射与其内部方向垂直
的光5。当然，如果让经过 x̂ 方向分束镜透射的光再经过一个 x̂ 方向分束镜，
那么这个光会完全透射过去。注意，如果让一个透射过 x̂ 分束镜的光当遇
到另一面 ŷ 向分束镜的时候，它会被完全反射，因为这个时候振动方向为 x̂

的光在后者看来正好是它的内部方向的垂直方向。下面，我们要用这样的偏
振分束器来做一个有趣的实验。

5在这里其实垂直方向的光是从另外一角度透射出去。但是，按照我们之前的“透射”和“反射”术语
的约定，由于牵涉到偏振片和一般分束器的问题，在这里，我们把偏振分束器中垂直方向的光的透射、偏
振片的反射或者挡住、一般光子分束器的反射一概称为“反射”。再强调一下，根据仪器的不同，这个“反
射”有可能是真的反射或者从另外一个角度透射
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实验 1.7 (光子 which-way 实验) ：如图 1.10 所示，一个光子经过第一面内
部方向为 450（见图中所示的坐标系）偏振分束器之后，只允许透射光过去，
反射光被完全挡住。然后这个光子继续经过一个 00 的偏振分束器。经过这
个分束器的光子可能走两条路径。不管走哪一条，它都会被反射会到同一个
位置（右下角），然后被引入到第三个内部方向为 450 偏振分束器。问：分
束器之后的探测器 DT 和 DR 上都会有接收到光子的可能吗？

这个实验的结果6是只有 DT 上有光子到达。

每次只打出一个光子，因此把光子分成很多份的经典波动力学的解释是不
能用的。我们来看看经典粒子的力学加上概率论的解释。一方面，经过 450

方向的分束镜以后的光子经过 00 方向的分束镜分开可能的两条路径。然后
每一条路径又被反射合起来，所以看起来这个 00 方向的分束镜的效果完全
被两个反射镜消掉了。于是，在到达最后一个 450 方向分束镜的时候，光
子的状态与刚刚出第一个 450 方向分束镜的时候一样。于是，在最后的 450

的分束镜上完全通过没有反射，只有 DT 可以接收到光子。另一方面，我们
可以问经过 00 的偏振分束器之后，光子是从哪一条路径过去的。这个时候，
如果我们假设光子是从上面的路径过去的，代表 00 方向的偏振态。于是，
这个偏振态遇到最后一个 450 方向的偏振分束器会在两个可能的方向上 DT

和 DR 有输出（尽管可能每次还是仅仅输出在一个方向上，多次合起来就会
有两个可能）。同样的，如果我们假设光子是从下面的路经过去的，也就是
900 的状态，也是两个可能的输出。于是，按照概率叠加原理，这个事情的
发生有两种可能——从上面或者是从下面的路径过去的，于是整个事件的
结果就是这两个可能的概率平均。既然两者单独来说，DT 和 DR 上都可能
有输出，那么，必然，其概率平均的结果是 DT 和 DR 上都有输出。可是，我
们的实验结果是只有 DT 能够接收到光子，而且前面第一个逻辑也给出这样
的结果。这个现象怎么解释？我们的后一种解释哪里错了？我们区分光子可
能走的两条路径，这件事情错了？

尽管我们已经强调经典波动力学的图景——由于需要把光波分成几个
部分然后让这几个部分同时到达——在这里是不能用的，我们仍然把经典波
动力学的解释写在下面，提供一个更清楚的说明。这个说明是针对学习过光
学的读者来写的。我们直接利用数学表达式来更好地说明白。经过一个偏振

6实际的实验在最后一步探测的不是“哪一个方向上有粒子”，而是探测是否两个路径上过来的粒子“是
否会出现干涉条纹”[16]。如果有干涉条纹则表示路径信息消失了，就不能问“粒子到底从哪一条路上过
来”了。
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分束器以后光子的偏振状态是 A⃗1 = A0 cos (450)V̂ +A0 sin (450)Ĥ，然后在经
过第二个偏振分束器之后，路径 1 上的光子的状态是 A⃗(1)

2 = A0 cos (450)V̂，
同时路径 2 上的光子的状态是 A⃗(2)

2 = A0 sin (450)Ĥ。经过两面反射镜到达
第三面分束镜之前的状态是 A⃗3 = A0 cos (450)V̂ + A0 sin (450)Ĥ = A⃗1，也就
是 450 的偏振态。于是，最后完全通过第三个分束器。注意，这里在做把分
开以后的光又合其来的运算的时候，我们默认的思考是：每一条路径上都走
了一部分的光，于是把两个部分的光合起来自然就是两个代表其状态的矢
量加起来；或者是每一条路径代表了对同时到达的那个点的振动的一种驱
动方式，于是两种驱动方式的效果就是把两者的代表矢量叠加起来。这里，
我们非常清楚地看见了分开两部分又同时到达的一个默认的物理图景。换
句话说，对于矢量 A⃗1 的解释，我们默认是多个光子的整体矢量形式，其中
的一部分遇到分束器以后可以走路径 1 于是成了状态为 V̂ 的光子，另外的
走路径 2 于是成了状态为 Ĥ 的光子。也就是说我们假设这些个光状态的矢
量描述是多光子的状态，或者说一团光的状态，而这个一大团的光可以看作
是一部分由路径 1驱动，一部分由路径 2驱动，于是整体的状态是两个驱动
的效果的叠加。这个基于经典多源驱动的波的多光子图景是很容易接受的，
可以不加思考地接受的。

在我们前面所展示的实验中，利用单光子来做实验就是挑战的这个多
光子图景。也就是说，上面的基于经典波动力学的解释结果与实验符合，但
是不能用于描述我们的单光子实验。经典概率论倒是可以用在单光子上，可
又不能给出和实验结果一致的理论结果。两个理论都不对，怎么办？新的理
论应该长什么样？在我们构造能够解释这些现象的理论之前，我们再来看一
个电子的类似的实验。

有一种如图 1.11 所示的叫做Stern-Gerlach 装置的仪器（其内部主要是
某个方向的一个磁场，不过现在我们不关心这个仪器的细节）有一个内部方
向（其实由其内部的磁场决定，这个方向就好像是偏振片的内部方向一样），
会按照电子的状态来改变经过这个仪器的电子的运动方向。这一点就好像
是光子偏振分束器一样。例如，通常一束电子过这个仪器之后会在屏幕上产
生两个斑点。这就是著名的Stern-Gerlach 实验。我们把上（下）方的斑点
对应的路径称为向上（下）态的路径（以后我们会知道，实际上这个“上下”
的命名不太准确，是倒过来的，应该是“下上”。不过，在这里无所谓）。如
果我们把其中的一个方向的路径盖住，自然我们就得到一个斑点——对应
着没有盖住的那条路径。现在，我们把两个内部方向相同的这样的仪器连起
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图 1.11: 来自于Stern和Gerlach的自旋Stern-Gerlach 装置示意图。图
片来自于 Wikipedia 页面https://en.wikipedia.org/wiki/Stern-Gerlach_
experiment。

~z axis
~z axisSource
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S

图 1.12: 自旋经过一个 Stern-Gerlach 装置——其内部就是一个磁场——之
后挡住向下的输出，这样从装置出来的状态就是第一个装置的向上方向。接
着让这个输出的自旋再一次经过同样方向的装置——得到仅有一个向上的
输出结果。

https://en.wikipedia.org/wiki/Stern-Gerlach_experiment
https://en.wikipedia.org/wiki/Stern-Gerlach_experiment


40 第一章 量子系统的实验

来，如图 1.12，我们发现，向上态的路径经过第二个仪器之后还是向上态的。
也就是说，这个向上态，看起来好像是经过这个仪器之后不变的状态——我
们称其为这个仪器的本征态。向下态也是本征态。这个仪器以及这个电子在
这个实验中的现象基本上可以通过一个随机硬币来解释。一个一般的硬币
可能向上也可能向下，所以把这样的实验重复很多次以后，我们可以得到两
个斑点。如果我们通过把向下的路径挡住来把向上的硬币挑出来，然后再让
它进入仪器，自然只能得到向上的路径的斑点。这个不奇怪。

我们把电子的向上和向下态成为电子的自旋状态。我们已经看到电子
具有空间和自旋两个自由度。在这里，我们主要关注电子的自旋自由度。

通过前面自旋的两个实验——原始的自旋通过单个磁场和两个同方向
磁场的实验，我们已经看到，只需要把自旋看做一个具有两个离散状态的
硬币，就可以理解这个实验。有的人喜欢这样说，原始的 Stern-Gerlach 实
验证明了我们需要量子力学来描述这个世界。还有人的认为Einstein的光电
效益实验、黑体辐射现象和Planck的黑体辐射公式也证明了我们需要量子力
学来描述这个世界。当然，从量子力学发展的历史来说，这三个实验确实大
大推动了量子力学的发展。但是，从是否真的体现了什么是量子性——完
全不同于经典粒子和经典波的量子性，也就是状态的矢量叠加原理——对
于描述这个世界的必要性来说，三个实验都是不够的。可以说，这三个实验
揭示了：描述世界需要离散变量，而没有到达一定要矢量叠加原理的层次。
Stern-Gerlach 实验表明同一束粒子出来可以分裂成两束，而且是分开的两
束，因此后面肯定对应着一个两状态的变量。光电效益表明光子的能量是一
份一份的，在保持光子的频率相同的条件下增加光子的数量也就是光强度，
不能激发光电效益。原则上，可以做出来这样的实验：每次出射一个某种频
率的光子（不再可分的光的最小单位），只要频率合适，仍然可以激发光电效
益。于是，光子的能量，从这个实验我们推断，应该看做是一份一份的。黑
体辐射对实验现象的解释依赖于把光子的能量（E）看成一份一份并且和频
率（ν）的函数关系是 E = hν，加上Boltzmann热平衡分布（p (E) = 1

Z e−βE）
7，就有了Planck的黑体辐射公式。其中的 h 称为Planck 常数。从连续的能
量、连续的状态到离散的能量、离散的状态这一步的跳跃是非常具有创造性
的，因此，这三个实验在量子力学的发展过程中的意义是非常大的。但是，
它们离真正说明“状态的矢量叠加原理”的必要性还有很远。8

7实际上，还要把这个分布函数用到离散能量的粒子上去得到 Einstein-Bose 分布。这里就不介绍了。
有兴趣的读者可以选择任何一本《统计物理学》的书来看。

8这一段来自于某一天和狄增如的讨论。本书里面还有很多地方来自于和其他老师，尤其是裴寿镛，或
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图 1.13: 电子过两个不同方向磁场实验装置示意图，先过 z 方向，接着 x 方
向。

现在，我们来做一些稍微更有趣的实验，用来显示引入“状态的矢量叠
加原理”的必要性。

实验 1.8 (电子自旋过两个 Stern-Gerlach 仪器) ：我们让 ẑ方向的仪器出来
的向上态的电子经过一个内部方向为 x̂ 方向的仪器，如图 1.13，打到屏幕
上。问：屏上有一个还是两个斑点？

我们让从内部方向为 ẑ 方向的仪器出来的向上态的电子经过一个内部方向
为 x̂ 方向的仪器，我们发现我们还是会得到两个斑点，而且单次实验只能
得到一个斑点。甚至把 x 方向换成是一个不是 ẑ 的一般的方向 r̂ (θ, ϕ) 也行，
结果也一样：一般来说多次实验的结果是两个斑点，但是每次单次实验只能
得到两个斑点中的一个。注意，是两个分开的斑点，不是整个区域弥散开来
的。这个特征很重要。一会儿，我们要用这个 ẑ 方向向上的电子过 x̂ 方向的
仪器还会得到两个斑点的事实来做下面的实验。

注意，根据前一个实验的结果，在任何方向 r̂（只要 r̂ , ±ẑ）上做实验，
我们都得到两个结果，记为 |↑r̂) 和 |↓r̂) 状态，分别对应落点在屏幕上部和下
部的两个实验结果9。

这个的实验结果还是有两个输出。这件事情非常非常地不平庸：一个处
于 |↑z) 的电子，其状态如果从 x̂ 方向来看，竟然，仍然包含两种可能 |↑x) 和
|↓x)。这一点，我们粗略的记作，

|↑z) = |↑x) ⊕ |↓x) . (1.7)

者学生甚至其他朋友的讨论，但是当时没有记下来，也就搞不清楚了。身边有一群对基本概念的理解感兴
趣的老师是一件幸福的事情。

9实际上这个记号有一点点问题，例如应该是出射方向和内部方向反过来的对应关系、纯态和混合态记
号需要区分。这里的记号不是以后要学的 Dirac记号。不过，这无关紧要，等到以后学到量子力学的 Dirac
记号再说。
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~z axis
~z axis

~x axis

Source

S −G
S −G

S −G

S

图 1.14: 电子过三个方向磁场实验装置示意图，先过 z 方向，接着 x 方向，
然后 z 方向。

关于这个 ⊕的运算，这里，仅仅是“某种方式合起来”10的非常粗糙的意思。
将来我们会看见，这个运算有两种可能的形式：概率叠加和矢量叠加。类似
地，我们可以把实验装置的顺序倒过来，先 x 然后 z 方向，或者我们把参考
系的方向重新定义一下（x 叫做新的 z，z 叫做新的 x），我们得到

|↑x) = |↑z) ⊕ |↓z) . (1.8)

现在建立了这个状态之间的关系之后，我们来看下一个实验。

实验 1.9 (电子自旋过三个 Stern-Gerlach 仪器) ：如图 1.14 所示，我们让 ẑ

方向的仪器出来的向上态的电子经过一个内部方向为 x̂ 方向的仪器。出来
的向上态的电子再次经过 ẑ 方向的仪器，打到屏幕上。问：屏上有一个还是
两个斑点？

这个的实验结果还是有两个输出。这件事情非常非常非常地不平庸：一
个 ẑ 方向向下态先被挡住的电子，经过 x̂ 的某种操作——其实就是挡住 x

方向的向下态（向上态结果也一样），竟然，再次出现了 ẑ 方向向下态的可
能。关于这个实验到底有多么不可思议，我们在 Dirac 的光过三个偏振片的
实验中已经讨论。在此不再重复，仅再一次提一下结论：试验结果强烈暗示
有可能 |↑x) 态里面包含 |↑z) 和 |↑z) 态，以及反过来 |↓z) 态里面包含 |↑x) 和
|↓x)态，而且这个包含很可能是突破经典概率论的。我们再来看另一个实验。

实验 1.10 (电子自旋 which-way 实验) ：这个理想实验来自于Ballentine的
《Quantum Mechanics – a modern development》[8]。如图 1.15 所示，我们

10如果我们把 6 面的色子看作类似的 x, y, z 方向的向上和向下态，我们是不是会有类似的“某种方式合
起来”的关系呢？例如 z 方向向上态可以看作“包含”x 方向向上和向下态？我们从来没有觉察到过这样
的事情，因为在测量到 z 方向的向上态之后，如果我们马上再做一次观测，我们绝对不会见到 x 方向的向
上或向下态。因此，我们也可以看到，上面的现象——测量完了一个方向得到结果接着测量另一个方向并
且也能得到结果——是非常独特的，经典中不存在的。
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图 1.15: 电子 which-way 实验装置示意图

让 ẑ方向的仪器出来的向上态的电子经过一个内部方向为 x̂方向的仪器，然
后不打到屏幕上，而是通过另外一个神奇的仪器（就像光的反射镜）把可能
已经分开成 x̂ 两个方向的电子重新又合在一起，然后再经过一个 ẑ 方向的
仪器打在屏上。问：屏上有一个还是两个斑点？

每次只打出一个电子，因此把电子分成很多份的经典波动力学的解释是不
能用的。我们来看看经典粒子的力学加上概率论的解释。一方面，经过 ẑ 方
向仪器以后的电子经过 x̂ 方向的仪器分开可能的两条路径然后每一条路径
又被反射合起来，所以看起来这个 x̂ 方向的仪器的效果完全被两个反射镜
消掉了，于是在到达最后一个 ẑ 方向仪器的时候，电子的状态与刚刚出第一
个 ẑ 方向仪器的时候一样，也就是向上态。于是，只有一个斑点。

另一方面，如果要问经过 x̂ 方向的仪器之后，电子是从哪一条路径过
去的。这个时候，如果我们假设电子是从上面的路径过去的，代表 x̂ 方向的
向上状态，于是，这个状态遇到最后一个 ẑ 方向的仪器会产生两个斑点。同
样的，如果我们假设电子是从下面的路经过去的，代表 x̂ 方向的向下状态，
将来也是两个斑点。于是，按照概率叠加原理，这个事情的发生有两种可能
——从上面或者是从下面的路径过去的，于是整个事件的结果就是这两个
可能的概率平均。既然两者都给出两个斑点，那么，必然，其概率平均也给
出两个斑点。

可是，我们的实验结果是只有一个斑点，而且前面第一个逻辑也给出一
个斑点的解释。这个现象怎么解释？我们的后一种解释哪里错了？

单光子过玻璃的实验，单光子过三块偏振片，单电子的双缝干涉实验，
单光子 which-way 实验，单电子自旋 which-way 实验，都告诉我们：第一、
经典波动力学把波看成是分成多份经过不同路径又同时到达某处的解释有
问题；第二、经典粒子理论——其中我们假定粒子选择了哪一条路径来走，
然后加上概率论的互斥事件概率可加性——的预期与实验不符合。第一个
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可能的出路，我们可以修改概率论的互斥事件概率可加性。以后我们会看
到，这个互斥事件可加性是概率论的核心。我们需要尽可能的保留它：它在
经典的时候确实是正确的，而且很容易理解——一件事情有不同的发生方
式，那么其结果可以看成是所有方式的结果的某种叠加。第二个可能是我们
需要放弃粒子选择了某一条路径这个概念。那么，是否可以替换成光子同时
走了所有的路径呢？我们做的是单个粒子的实验，粒子也总是一个一个地被
测到，没有测到过半个光子或者半个电子。粒子需要分开好多份一起走这个
图景和测量的结果不符合。另外，如果我们假设粒子在测量之前分成许多
份，那么测量的时候，在探测到的位置就要求发生某种奇怪的事情，导致其
他部分的粒子瞬间到被测量的位置集合。这一点也是很难理解的：被测量到
这件事情瞬间传给粒子的已经分开的所有的部分，并且一定意义上这些已
经分开的部分在瞬时合回来。

也就是说，第一、粒子确实选择了某一条路径而不是同时走所有路径，
尽管我们在观测之前不知道走了那一条路径，或者换一个表达方式：在任何
时刻任何地方测量粒子，得到的结果都是这个地方测到了或者没有测到一
个完整的粒子；第二、粒子的状态是粒子在所有可能路径——而不是某一个
路径——上的某种平均或者某种取和，而且这种取和不能是概率性叠加。这
个时时刻刻走一条路径和所有路径的非概率性叠加的矛盾并不在“一条”和
“所有”上面，而是在“一条”和“所有的非概率性叠加”上面。我们已经
看到，对于经典的随机子弹，注意是随机的子弹，其在任何时刻走的是“一
条”路径，并且观测结果与“所有”的路径的结果的概率性叠加不矛盾。现
在，我们需要提供一种数学模型，能够解决上面的这个“一条”和“所有的
非概率性叠加”之间的矛盾，从而解决建立一个对量子粒子被测量的时候的
行为的可计算的模型的问题。这个答案就是下面，在本书的第三部分里面。
在那里，我们要学习和讨论的目前主流量子力学的理论框架，然后用来解释
这一章里面所有没有得到解释的单粒子的“干涉”现象。

1.3 作业

习题 1.1 阅读Whiltehead的《教育的目的》[17]、吴金闪的《教的更少，学
得更多——概念地图学习与教学方法》[10] 和Adler和van Doren的《如何读
一本书》[18]，写下阅读体会。本书仅提供量子力学核心概念里面的核心概
念，主要是启发读者的思考，以及给读者准备进一步学习的基础的。按照这
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个设计，本书把大量的内容都放在了读者的自学上面，提供了相应的参考书
和论文。因此，学会看书、学会思考，在这里非常重要。阅读报告要包含：
总结（说了什么、怎么说的、为什么说这个这么说）、评价（我觉得对吗）、
结合自身经验的体会（我喜欢吗，对我有什么意义），也就是问好WHWM这
四个问题，目的是显示：我看了，我想了，还有点收获。形式上，读书报告
要包含文字和概念地图。有关概念的内容请从《教的更少，学得更多——概
念地图学习与教学方法》中学习。

习题 1.2 阅读 Feynman的《Feynman 物理学讲义》[7] 第三卷，前三章，写
一个报告。这个和本书的讲法类似。实际上本书的整体逻辑结构很大程度上
受《Feynman 物理学讲义》第三卷的启发，尽管本书对于密度矩阵、矢量
空间、概率论的处理还是比较独特和有新意的。这些异同以及这样做的原因
通过阅读和比较这两本书能够有更深刻的体会。希望学习本书的读者能够
明白本书内容、内容之间的逻辑关系，同时还明白为什么选择这些内容和这
样来呈现它们之间的逻辑关系。我称之为“知其然，知其所以然，知其所以
所以然”。这也是我在《教的更少，学得更多——概念地图学习与教学方法》
一书里面提出来的学习方法。另外，本书的习题不多，大部分习题都是为了
进一步学习设计的，有比较深远的意义的。请做题的时候多思考。

习题 1.3 搜索“Sidney Coleman 量子力学讲座”，听完，写一个报告。听不
懂没关系，以后我们还要听很多遍，本课程的任务就是让你听懂这个讲座。

习题 1.4 搜索“Stanford 大学Susskind量子力学公开课”，听完第一次，写
一个报告。听不懂没关系，以后我们还要听很多遍，本课程的任务就是让你
听懂这个课程。

1.4 本章小结

经典的介质上的波由于有介质粒子之间的相互作用和 Newton 定律的
存在，可以看作一束分成多束，并且波的叠加原理或者波矢量的分解原理成
立。经典的粒子的状态满足概率叠加原理。然而，波的矢量叠加或者分解不
能用于解释没有介质的单个粒子的行为，粒子的概率叠加原理也不能给出
与上面所讨论的一系列实验结果一致的结果：单光子过玻璃的实验，单光子
过三块偏振片，单电子的双缝干涉实验，单光子 which-way 实验，单电子自
旋 which-way 实验。于是，我们要寻找一个能够解释这些实验的理论，同时
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如果能够建立起来这样的理论，我们要问如何来理解这个理论，这个理论是
否能够给出来其他的可实验检验的结果，并且进一步取做实验检验这些结
果。
矢量叠加和分解原理能够形式上解释量子系统的行为提示我们我们需

要构造的理论模型应该包含这样的数学，只不过，其基础不再是 Newton 定
律。那我们的理论应该什么样呢？这样的理论看起来不能去问粒子到底走那
一条路径然后做概率叠加。也就是数学上，象波——可以做矢量跌价：这样
的理论包含类似于公式 (1.7) 这样的关系——某一个量的给定状态可以看作
另外一个量的几个给定状态的和；物理上又能够用于单个粒子。我们将沿着
这个方向做进一步的探索。
做为一个用概念地图来总结和整理知识的例子，这里，我们在图 1.16

中提供一张关于这一章主要内容的概念地图，以及在图 1.17 中的一张双缝
实验的概念地图。注意，对知识的思考、理解和组织是概念地图反映的主要
内容，而不是知识本身。也正是因为这个原因，以后的章节中，我们将不再
提供概念地图，而是希望读者自己来思考和整理。更多的关于概念地图和概
念地图思维方式、概念地图学习方法、概念地图方法和教学体系，请参考吴
金闪的《教的更少，学得更多——概念地图学习与教学方法》[10]。
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图 1.16: 为了让读者体会如何用概念地图来辅助做知识的深入思考、理解和
组织，整理了这一章的主要内容。
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图 1.17: 关于双缝干涉这个实验的拥有更多细节的概念地图。



第二章 物理世界的数学模型

物理学，甚至整个科学的目标就是让我们的理念中的世界，心智中的世
界符合物理的真实的世界。所谓符合物理的真实的世界就是构造一套简单
的规则通过这些规则的操作给出与现实世界相符的结果。这一套规则本身是
否能够得到验证，也就是说这套规则本身是不是就是世界运行的规则，不是
科学关心的问题。这一套规则是否能够被我们的心智认可、理解、欣赏，也
不是科学关心的问题。相符是不是就是可验证性呢？一般来说理论模型是不
可以直接验证的，而且就算前面的 10000个实验都相符，逻辑上也不能推断
出来第 10001 个实验肯定也相符，于是就算通过计算得到的结果和实验相
符，也很难说一个理论得到了验证。为了更好地来表述这个概念，Popper提
出了可证伪性的说法 [11]。可证伪性就是指，我们的规则原则上允许不成立，
而且一旦这个规则不成立，则相应的操作可以导出与这套规则成立的情况
下不同的结果。如果这些规则不成立的情况下导出的结果被发现了，就称一
个规则被证伪了。称为“科学”的规则就是原则上可以被证伪但是目前为止
还没有被证伪的一套能够给出与现实世界相符的结果的规则。在实际科学
研究中，用“和实验相符”粗糙地来代替“可证伪性”往往就够了。以后我
们就简单地用“相符”。如果一定要在相符的前提下再提出一个更高的标准，
可以认为是简单性。简单性就是如果有两个理论，一个简单（可以指的是规
则本身更少，操作更简单）一个复杂，我们优先选择简单的理论；简单性也
可以指如果有两套规则，在一套规则下，很多事情都能够通过一套理论来解
释，而在另一套规则下，需要更多的理论来解释更多的事情，那么我们选择
更加普适的理论。简单性还可以指系统性——用尽可能少的假设（公理）做
为理论体系的基础来建立整个理论体系。

这样的一套规则往往是用数学的语言和结构描述的一套规则，称为数学
模型。有的时候可能一套规则看起来用的不是数学的语言，但是实际上仍然
是数学的结构，例如Faraday的电磁场后来就被Maxwell做了等价的数学化。

49
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我们已经看到，量子世界的现象，尽管有的表现很像经典硬币（过 ẑ 方向的
Stern-Gerlach 装置的电子），有的表现很象经典的波（过玻璃的光的经典波
动力学解释），但是却不能够通过这些经典的对象来理解。实际上，我们在
这里表达的意思是：这些量子的现象不能通过经典粒子背后的数学模型与
经典波背后的数学模型来解释。那么，首先，我们来看一下什么是经典粒子
和经典波后面的数学模型。

由于在下面的几节中我们会使用第二部分的数学符号和物理概念，请
在继续阅读之前学习或者浏览本书的第二部分“数学物理学上的准备”。对
于已经熟悉概率论、经典力学和 Dirac 符号的读者，可以直接阅读本章剩下
的部分。或者，请读者先相信我们的这一章结论——量子系统的行为非常难
以用经典理论来描述，然后跳过本章剩下的部分，将来等学习完了第二部分
甚至第三部分以后，再回来挑战这一部分。

警告：初次思考本章剩余部分里面的问题的读者一般情况下会觉得这
些问题比较难比较抽象。

2.1 经典世界的确定性的数学模型

经典粒子的状态以及状态变化的数学模型非常简单，就是一个平直的
连续的欧几里德空间中的一个点 (x1, x2, x3)，以及这个点随着时间——时间
t 是独立于一切之外的均匀流逝的——的变化。为了描述这个空间中的点，
我们可以利用坐标系。原则上坐标系和距离有可能是不统一的，但是欧氏空
间的直角坐标系就是利用距离来定义的，或者说坐标值之间的差的绝对值
正好就是距离，

dPQ =

√∑
i

(
xP

i − xQ
i

)2
. (2.1)

时间也是，

tPQ =

√
(tP − tQ)2. (2.2)

于是，一个经典粒子的状态的完整的描述就成了一段时间内的 r⃗ (t) =
∑

i xi (t) êi

——这段时间内的一条轨迹。

实际上，还存在着另外一种完整描述经典粒子状态的方式，就是同时确
定某一个时间点 t0 的位置和速度

(⃗
r (t0) , ˙⃗r (t0)

)
。有的时候这个组合也被替换

成为确定一个时间点的位置和动量 (⃗r (t0) , p⃗ (t0))，其中 p⃗ = mv⃗ = m ˙⃗r。这种
描述相对于前者——r⃗ (t)——有很大的好处：前者需要确定整个时间段的整
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个轨道，后者只需要确定一个时间点 t0 的状态。之所以我们能够做样做是
因为经典粒子的运动方程——Newton 方程是一个二阶微分方程，于是可以
转变成为两个一阶方程，并且在由位置和动量构成的相空间内轨道不相交。

一般而言，状态的含义是当前时刻的而不是一段时间的。因此，我们更
加喜欢前面两种状态表述中的第二种，采用一个时刻的位置和动量来代表
系统的状态，而且这个状态还决定了这个系统的过去和将来。

如果我们对这样的一个经典粒子做测量的话，测量的图景非常简单。首
先，我们需要确定一个测量的量 O，例如位置坐标、速度、能量等等。这些
可以测量的量都是前面的位置和动量这两个基本量的函数。因此，这里我们
就以位置坐标的某一个分量的测量为例 O = x。接着，我们需要有一个测量
仪器 A，这个仪器能够根据位置的不同而得到不同的读数。也就是说，这个
仪器与所测量的状态之间可以建立某种关联 Ax = A (x)。这个关联的建立本
质上也应该是一个物理过程，但是我们在这里不再关心这个具体的物理过
程，仅仅当作抽象的一个关联。最后，我们通过观察仪器上的读数 Ax∗ 来确
定所测量的量的值 O = x∗。例如，如果映射 A (x∗) 可逆，则通过 A−1 (A∗x)

我们得到 x∗。

于是，我们发现，在测量之前，系统的被观测量的值是 x∗，在测量之后
是 x∗，测量得到的值也是 x∗。我们对这个“测量”过程的“理解”感到满
意，因为看起来这真的就是一个测量：不改变系统的被观测量的状态，仅仅
是得到这个被观测量的值，测量的之前之后都一样。在实际实验中，这样的
完全不改变被侧量值的测量也是做得到的，尽管有的时候也会引起被测量
值的一个小小的改变。后者不是原理上要求这样，仅仅是受到技术上的可能
性的制约。通常通过把被测量量耦合到另外一个可以改变和破坏的自由度
上去，通过观察代表那个自由度的变量的取值，我们是可以做到完全不影响
被测量量的。你可能觉得所有的测量都应该满足上面的观测之前的量、观测
所得记录和观测之后的量之间的关系，因此觉得上面的讨论没有必要。把这
个疑虑先放在脑子里，我们很快就会回到这个问题。

现在我们已经讨论了经典粒子的状态和状态的测量的数学模型。为了
完整地建立经典粒子的数学模型，其实我们还需要讨论经典粒子是如何演
化的。不过，如何理解演化相对来说是一个平庸的问题。这里就不详细展开
了。简单来说，就是粒子受到外界对它的影响或者作用，在这个影响下，粒
子的状态 (⃗r, p⃗) 会发生变化。在影响因素和如何变化之间应该存在着一个关
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系，这个关系通常就叫做运动方程，例如 Newton 方程，

(⃗r (t0) , p⃗ (t0))
Newton Equation−−−−−−−−−−−−−−→ (⃗r (t) , p⃗ (t)) . (2.3)

Newton 方程的具体形式暂时我们不关心。
波动力学的图景是建立在上面这个经典粒子的状态和测量的图景的基

础上的。经典波实际上是一系列粒子的运动的整体表现，例如 r⃗1 (t) , r⃗2 (t) , · · · , r⃗N (t)，
以及从有限 N 个离散脚标变成连续的脚标 r⃗ (x, t)。每一个在 x 点的粒子仅
仅在它自己的平衡位置附近运动，不会沿着波的方向传播。波传播的不是粒
子而是振动的状态，称为相位——把一个周期的振动看作一个 2π 的弧度，
把其中任何一个点的振动状态对应于一个 θ ∈ [0, 2π]。然后就是这个 θ 角的
状态在沿着波传播——一般情况下写成 r⃗ (x, t) = A⃗ cos (θ (x, t))。有的时候
θ (x, t) = kx + ωt。例如，波谷的时候就相当于 θ = π，波峰的时候就相当
于 θ = 0，然后这些波峰和波谷就可以沿着波传播。对于波上的任何一个单
个的粒子来说，状态以及状态测量的问题自然就完全回到了上面的已经建
立的单个粒子的状态和状态测量的物理图景。演化问题稍微复杂一点，因
为这个时候，周围的粒子对这个“单个”粒子是有相互作用的。于是，其演
化方程——称为波动方程，尽管实际上还是 Newton 方程，会出现看起来与
Newton 方程不一样的自己的独特的形式。

r⃗ (x, t0)
Wave Equation (Newton Equation)
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ r⃗ (x, t) . (2.4)

波动方程的具体形式暂时我们不关心。
对于这样的一个波来说，如果存在两个波源一起来驱动某个点——例

如一条绳子的两端同时被两个人拿着然后上下振动——那么自然这个点的
运动模式是两个源独立传播过来那个振动状态的叠加。具体来说，就是在特
定的时刻 t∗ 在这个特定的点 x∗ 上的粒子的状态满足

r⃗ (x∗, t∗) = A⃗1 cos (θ1 (x∗, t∗)) + A⃗2 cos (θ2 (x∗, t∗)). (2.5)

这个称为波的叠加原理——实际上是不同的源驱动的波引起的同一个粒子
的振动状态的位置矢量的叠加。这个叠加的物理基础是力的叠加和 Newton
定律：从

F⃗ = F⃗1 + F⃗2, (2.6)

得到

a⃗ = a⃗1 + a⃗2. (2.7)
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于是，对于同一个点同一个初始条件，我们得到公式 (2.5)。

注意，这个叠加就好像是你的妈妈给你 A1 的零花钱，你的爸爸再给你
A2 的零花钱，合起来你得到的的零花钱是 A1 + A2。这个加法不代表这两
件事情——妈妈给你钱和爸爸给你钱——可以加起来，也不代表这两份钱
——例如两张十元的纸币（两张十元的纸币加起来肯定不是一张二十元纸
币）——可以加起来，仅仅是钱的数值可以加起来。如果有一天，有人告诉
你，这两张十块钱真的可以加起来，加起来以后得到一张钱，而且这张钱的
面值是三块或者一百块，那么，你会觉得这个不是世界疯了就是那个这样告
诉你的人疯了。而不久以后我们就要遇到这样的加法了：一个左边缺了一点
的苹果加上一个右边缺了一点的苹果，竟然成了一个香蕉，竟然可以加起
来。这就是本书封面图的来源。

有了这个基于位置矢量的数值的叠加原理的波的叠加原理，这个叠加之
后的状态的点的测量就回到了单个粒子的测量的问题。所以，确定性的经典
粒子和经典波的状态、状态的测量、状态的演化的数学模型就都归结到这一
节一开始的时候我们介绍的图景：状态是欧氏空间的点，测量是一个状态、
测量量、仪器和仪器读数这几个东西相互关联的过程——这个过程中，理论
上，测量前后不改变被测量量的状态仅仅读出被测量量的值，演化就是状态
的变化与系统内部各个部分之间相互影响以及外界对系统的影响的联系。

2.2 经典世界的随机性的数学模型

上一节，我们讨论了确定性经典粒子和经典波的状态、测量和状态演化
的数学模型。这一节，我们来讨论随机性的经典粒子的数学模型。

让我们从一个简单的事件的数学模型开始：什么是一个色子的数学模
型？对于一个色子，我们通常只关心其向上的面的状态，也就是那个向上的
数字。我们知道这个数字必然是 {1�2�3�4�5�6} ≜ Ω 之一。于是，我们知道了
这个状态构成一个集合。然后，对于这个色子，在现实中，我们可以问各种
各样的问题，例如状态是 1 的几率是多少。这个时候几率的含义往往是指，
统计上，如果扔很多很多次，合起来看出现的频率。我们还可以问状态是奇
数的几率是多少。其实，我们可以问任何一个 Ω 的子集所代表的事件出现
的几率是多少这样的问题。于是，我们发现，我们感兴趣的有关色子的“事
件”实际上就是 Ω 的所有子集的集合 {A | A ⊆ Ω} ≜ T。进一步，我们关心
的问题则是这样的事件 A 的几率是多少，也就是一个从 T 到 [0, 1] 的映射，
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其把任何一个 A 对应到一个 0, 1 之间的数字 P (A)。
在这里，我们首先把有关色子的状态所有的问题数学化了。接着，我们

要寻找这个数学问题的数学答案。然后，我们还可以接着问这个色子的进一
步的问题，例如，如果这个色子的状态发生变化，如何用数学模型描述这个
变化，以及如何找到这个变化发生的物理原因。后面的这个问题，我们暂时
不讨论。在此，我们仅回答如何表述状态和如何形式上描述测量，也就是说，
我们要给定一套规则，这套规则能够计算任意事件 A 的几率 P (A)。我们说
这个答案非常简单，就是对于 Ω中的任意元素 ω，先给定所有的 P ({ω})，然
后对于任意的集合 A，我们按照如下规则计算：P (A) =

∑
ω∈A P ({ω})。对于

我们的理想的色子，我们取 P ({ω}) = 1
6
,∀ω ∈ Ω。如果你对以上关于色子的

概率模型的集合论语言非常不熟悉，请参考本书第四章，或者Kolmogorov的
《概率论导引》[19] 或者Ito的《伊藤清概率论》[20]。

总结一下，对于理想的色子——这个色子可能与真实世界的色子略有
区别，不过这个区别可以通过修正下面的具体的数字来反映——我们的数
学模型非常简单，

P (A) =
∑
ω∈A

P ({ω}) ,∀A ⊆ Ω; P ({ω}) = 1

6
,∀ω ∈ Ω. (2.8)

或者运用我们将要在第四章中学习到的密度矩阵的语言，

P (A) = tr
(
Âρc

)
, Â =

∑
ω∈A

|ω⟩ ⟨ω| , ρc =
1

6

6∑
ω=1

|ω⟩ ⟨ω| . (2.9)

例如，当 A = |1⟩ ⟨1| 的时候，我们问的是事件“色子状态是面 1 向上”的几
率是多少。于是，按照一般概率论的语言，

P (1) =
∑
ω∈{1}

P ({ω}) = 1

6
, (2.10)

或者按找密度矩阵的语言

P (|1⟩ ⟨1|) = tr (|1⟩ ⟨1| ρc) = ⟨1| ρc |1⟩ = 1

6
. (2.11)

更一般地，如果你需要测量一个可观测量 O，它是核心是一个 ω 的函
数 O (ω)（例如根据色子的每一面的值你可以赢得不同数量的钱），那么，按
照通常概率论的语言

⟨O⟩ =
∑
ω

O (ω) P ({ω}) , (2.12)
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或者相应地按照密度矩阵的语言，

⟨O⟩ = tr
(
Ôρc

)
, Ô =

∑
ω

O (ω) |ω⟩ ⟨ω| . (2.13)

一句话，色子的状态就是

ρc =
1

6

6∑
ω=1

|ω⟩ ⟨ω| , (2.14)

可观测量是算符（例如前面的 Â 和 Ô），然后，观测以后得到的结果就按照

⟨O⟩ = tr
(
Ôρc

)
(2.15)

来计算。
如果你问我“你怎么知道公式 (2.8) 或者等价的公式 (2.14) 这个数学描

述就是色子的本质”，我拒绝回答。我仅仅能够告诉你，利用这个数学结构
计算出来的任何结果，都可以通过实验的检验。如果你问我“你是否喜欢这
个色子的数学模型”，我也拒绝回答。我还是仅仅能够告诉你，利用这个数
学结构计算出来的任何结果，都可以通过实验的检验。
当然，我们的数学模型在几个层次都允许这个描述不成立的规则，例

如，我们可以破坏公式 (2.8)的后半部分，允许 P ({ω}) , 1
6
。这个时候，我们

需要实验证据来证明这个色子的行为其实更符合在这些新的不等于 1
6
的数

字下面得到的结果。如果成立，那么，我们放弃 P ({ω}) = 1
6
。这样的话，我

们的模型的细节被证伪了，我们修改，但是整个把概率结构作为色子的行为
的描述的数学框架还是对的。破坏 P ({ω}) = 1

6
还有别的方法，就是 P ({ω})

不再是一个简单的数了，整个就不能用实数来表达了。实际上，一种这样的
修改就是考虑 Ω 是一个连续集合而不是离散元素的集合。这个修改，如果
我们色子的行为确实需要也是可以的。注意，到此为止，我门一直保留了公
式 (2.8) 的前半部分，有关取和的部分，当然必要的时候可以成为积分。
我们也可以破坏公式 (2.8) 的前半部分，允许 P (A) ,

∑
ω∈A P ({ω})。这

个修改的含义是，在我们保持 P ({ω}) 是一个简单的实数的前提下，我们的
事件集合的概率不再是集合中每一种可能的事件的概率的和了。这样的修
改在色子这个现实世界的物体上，是不可理解的。这个修改实际上就破换了
整个概率论的核心——互斥事件的加法是概率论这个数学结构的基本公理
之一。当然，如果我们的“色子”的行为确实不能够由前面的公式 (2.8) 数
学模型描述，也不能在更一般的允许 P ({ω}) 取值的数学模型描述，也不能
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由仅保留公式 (2.8) 的前半部分，把后半部分整个抛弃然后用连续变量来代
替的更更一般的理论来描述，那么，我们也可以突破整个概率论的描述框
架。不过，迄今为止，对于色子，我们总是可以保留整体框架，最多修改一
下 P ({ω}) 的取值，就可以描述其行为了。
讨论了状态和状态的测量之后，我们再来讨论一下测量后状态和状态

的演化。首先，测量后状态，当测量值为 O∗ 的时候，根据 ω∗ = O−1 (O∗)，
为

ρc
a f = |ω∗⟩ ⟨ω∗| = |O∗⟩ ⟨O∗| . (2.16)

其次演化的过程肯定是从一个密度矩阵到另一个密度矩阵的映射，

ρc (t) = L (t, t0) ρc (t0) . (2.17)

其中 L (t, t0) 由外界对这个系统的相互作用以及这个系统的内部结构来决
定。例如，在概率论和随机过程的课程里面，我们可能学到过概率转移矩阵
[21]，

P (t) = M (t, t0) P (t0) . (2.18)

这里，运用密度矩阵的语言（见本书第四章），有可能我们可以把演化过程
表达成为

ρc (t) = U (t, t0) ρc (t0)U† (t, t0) . (2.19)

下面举一个硬币翻转的例子来展示状态、状态的演化，测量和测量后状
态。

例 2.1 (硬币翻转的动力学过程的密度矩阵描述) ：有一个硬币每一个单位时
间以后都会被翻转。写下这个动力学过程的普通概率论形式和密度矩阵形
式的表达式。假设我们测量硬币的正面还是反面，然后当是硬币正面的时候
赋值为 1（得到一个单位的钱），反之为 −1。写下这个测量的算符，测量值
和测量后状态。
硬币的状态可以采用两种表示方法，概率矢量

P =

 p

1 − p

 , (2.20)

或者概率矩阵，

ρc =

 p 0

0 1 − p

 . (2.21)
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翻转操作是算符

X =

 0 1

1 0

 . (2.22)

翻转过程可以表示为

P (t + 1) = XP (t) , (2.23)

或者

ρc (t + 1) = Xρc (t) X†. (2.24)

测量的可观测量是算符

Z =

 1 0

0 −1

 � (2.25)

相当于

Ẑ = 1 · |↑⟩ ⟨↑|+ (−1) · |↓⟩ ⟨↓| . (2.26)

|↑⟩ ⟨↑| 和 |↓⟩ ⟨↓| 分别代表正面和反面。对于这个可观测量，有两个可能的观
测值 1 和 −1，其概率分别为

P↑ = tr (ρc |↑⟩ ⟨↑|) = p, P↓ = tr (ρc |↓⟩ ⟨↓|) = 1 − p. (2.27)

所以测量的平均值是，

z = 1p + (−1) (1 − p) = 2p − 1 = tr
(
Ẑρc

)
. (2.28)

当我们观测到测量值的状态——例如 −1——的时候，测量后状态是

ρc
a f = |↓⟩ ⟨↓| . (2.29)

这个就是作为经典随机对象的硬币的数学模型的所有的内涵。讨论完
了色子和硬币这两个具体的模型，我们顺便指出，确定性的经典系统也可
以采用概率模型来描述——只不过，这个时候，任何时候的分布函数就是一
个 δ 分布：只在一个状态上取值，其它地方的概率取值都是 0。这个就好
像是Dirac δ 函数或者Kronecker δ 记号一样。因此，通常认为，经典世界的
数学模型的底线就是概率模型：有一个基本事件集合，这个集合的部分子集
构成一个事件集合，然后从事件集合到 [0, 1] 有一个映射，这个映射遵循互
斥事件的加法规则。其实，还有几个其它的要求，请参阅概率论的公理体系
[20]，也可以参考本书第四章的概率论部分。
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或者用密度矩阵的语言，经典世界的数学模型就是：状态是一个对角
的密度矩阵 ρc，可观测量是对角的算符 Ô，测量得到的平均值就是按照
公式 (2.15) 计算的到的 tr

(
ρcÔ

)
，观测到可观测量某一个值 o∗ 的几率是

tr (ρc |o∗⟩ ⟨o∗|)，当观测到这个具体的值之后，系统的观测后状态是 |o∗⟩ ⟨o∗|。
一句话来概括：测量之前是 ρc（如果测量 O，可能得到多个结果），当测量
得到的值是 o∗ 的时候，测量之后的状态是 |o∗⟩ ⟨o∗|；如果需要考虑演化，则
ρc (t) = L (t, t0) ρc (t0)。对于随机客体，测量前后状态至少数学形式上看起来
可以不同，例如公式 (2.21) 和公式 (2.29)。这一点和经典确定性客体的数学
模型不一样。不过，上面的数学模型可以统一描述确定性和随机的客体的状
态、测量和演化。

有了这个确定性的和随机性的经典世界的数学模型，我们来看一看能
不能构建一个量子世界的数学模型，让我们的数学结构能够描述量子系统
的行为，包含典型的上一章介绍过的所有的量子实验的结果。

2.3 理论描述的目标：前后两次测量的关联

在第一章，我们已经展示了通常的经典粒子和经典波的理论都不能解
释量子系统的行为。现在我们来尝试构造各种更加一般的经典理论，只要满
足经典理论的底线——还是一个概率论理论——的经典理论，看看能不能
有这样的理论可以解释量子行为。

我们希望找到一个数学模型来解释的现象是这样的。第一步，制备一个
特定的状态：让自旋经过一个 z 方向 Stern-Gerlach 装置然后挡住向下的方
向，仅仅让向上的方向出来的自旋进入下一步实验。第二步，做这个状态的
r̂1 方向的测量：让自旋接着经过一个 r̂ 方向 Stern-Gerlach 装置然后看看向
上还是向下能够接收到自旋，记录单次的结果和多次以后的统计平均。第三
步，再做这个从 r̂1 出来的自旋的 r̂2 方向的测量：让自旋接着经过一个 r̂2
方向 Stern-Gerlach 装置然后看看向上还是向下能够接收到自旋，记录单次
的结果和多次以后的统计平均。

这个里面其实有一些技术问题，例如经过 r̂1 被测量的自旋如何再次被
在 r̂2 方向上测量，多少次才是足够多次以至于可以来计算统计平均。但是，
在这里，我们假设这些技术问题总是可以解决的，而不关心它们。这个多次
制备同样的系统来做同样的测量并计算均值的过程被称为系综测量。系综
就是多个相同的系统的集合的意思。我们用系综测量来区分再次测量——
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对于已经完成第一次测量的系统再一次在前一次测量结束之后的系统状态
上马上做再一次的测量。用系综测量和再次测量这两个术语比用含义稍微
模糊一点的重复测量要好。
将来构造出来的理论必须能够描述的实验结果是这样的。经过 r̂1 方

向的测量给出来的结果是，单次测量的结果要么向上（记为 sr̂1 = 1）要
么向下（记为 sr̂1 = −1），多次统计平均得到向上和向下的几率分别是
p↑̂r1

= 1+ẑ·̂r1
2

, p↓̂r1
= 1−ẑ·̂r1

2
，也就是

⟨
sr̂1

⟩
= ẑ · r̂1, sr̂1 = ±1. (2.30)

再做 r̂2 方向的测量，如果之前测量得到的是 sr̂1 = 1，那么给出来的结果是，
单次测量的结果要么向上（记为 sr̂2 = 1）要么向下（记为 sr̂2 = −1），多次
统计平均得到向上和向下的几率分别是 p↑̂r2

= 1+r̂1 ·̂r2
2

, p↓̂r1
= 1−r̂1 ·̂r2

2
，也就是

⟨
sr̂2

⟩
= r̂1 · r̂2, sr̂2 = ±1. (2.31)

如果之前测量得到的是 sr̂1 = −1，那么给出来的结果是，单次测量的结果要
么向上（记为 sr̂2 = 1）要么向下（记为 sr̂2 = −1），多次统计平均得到向上
和向下的几率分别是 p↑̂r2

= 1−r̂1 ·̂r2
2

, p↓̂r2
= 1+r̂1 ·̂r2

2
，也就是

⟨
sr̂2

⟩
= −r̂1 · r̂2, sr̂2 = ±1. (2.32)

把上面的两种情况合起来，计算一下关联函数（
⟨
sr̂1 sr̂2

⟩
= p↑̂r1

1 × r̂1 · r̂2 +
p↓̂r1

(−1) × (−r̂1 · r̂2)），我们得到，

⟨
sr̂1 sr̂2

⟩
= r̂1 · r̂2, sr̂1 sr̂2 = ±1. (2.33)

注意到公式 (2.30)、公式 (2.31)、公式 (2.31) 和公式 (2.33) 之间具有内部
相似性（例如，公式 (2.30) 左边默认了 sz = 1，公式 (2.32) 左边默认了
sr̂2 = −1），它们可以统一表达成

⟨
sr̂1 sr̂2

⟩
= r̂1 · r̂2, sr̂i = ±1. (2.34)

这个结果涵盖了上面的初次测量的一次和系综测量的结果，也就是公式
(2.30)，以及再次测量的一次和系综测量的结果，也就是公式 (2.31)、公
式 (2.31)。因此，我们所谓的构造一个理论模型希望能够解释量子系统的行
为，就是指公式 (2.34)。注意，在这个统一公式的过程中，我们还把制备的
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过程——先让系统通过 z 方向，选择向上的进入实验——和后面的测量 r̂1
逻辑上等同了起来。
注意，对于已经学习过算符形式的量子力学的读者，这里 sr̂1 , sr̂2 仅仅表

示做 r̂1, r̂2 方向得到的测量结果的值（±1），而不是这个方向的自旋算符。因
此，sr̂1 sr̂2 也仅仅表示两个测量得到的值的乘积而不是两个算符的乘积。将
来我们可以验算（见习题 3.8），如果是算符，公式 (2.34) 是不成立的。
我们所谓的构造一个理论模型就是给出来制备或者测量结束以后的状

态的数学表达以及应该对这些状态做什么样的数学计算才能够得到测量的
结果也就是公式 (2.34)，例如这样的形式理论，

⟨
sr̂1 sr̂2

⟩
=

∑
ŝr1=±1,ŝr2=±1

sr̂1 sr̂2ρ (sr̂1 |0) ρ (sr̂2 |sr̂1) . (2.35)

其中 ρ (sr̂1 |0) 是给定某个初始状态 0 以后的 sr̂1 的分布函数，ρ (sr̂2 |sr̂1) 是给
定第一次测量结果是 sr̂2 以后的 sr̂2 的分布函数。用密度矩阵的语言，上式
可以写成，

⟨
sr̂1 sr̂2

⟩
=

∑
ŝr1=±1,ŝr2=±1

sr̂1 sr̂2
⟨
sr̂1

∣∣∣ ρ̂ (0) ∣∣∣sr̂1
⟩ ⟨

sr̂2

∣∣∣ ρ̂ (sr̂1)
∣∣∣sr̂2

⟩
. (2.36)

现在我们的目标就是写下来经典密度矩阵 ρ̂ (0) 和 ρ̂ (sr̂1) 的显式表达式来或
者证明不可能写下来这样的经典密度矩阵。
很容易可以证明 ρ̂ (sr̂1) 必然依赖于 sr̂1，否则，我们就会得到⟨

sr̂1 sr̂2
⟩
=

⟨
sr̂1

⟩ ⟨
sr̂2

⟩
, (2.37)

而这个和实验不相符。这个说明前一次测量的结果改变了状态，而后一次测
量的结果依赖于这个改变。这样才造成前后两次的关联。
将来在 11.4 节我们会看到，量子力学是能够给出来这些情况下的状态

的描述以及应该做什么样的计算来得到公式 (2.34) 的，见公式 (11.12)。在
那里（11.4 节）我们还将会对这个形式上的理论做进一步的讨论。
这个前后两次测量的关联性非常重要。这一章的主题相当于是讨论满

足这个关联性的经典理论的可能性。将来在第十一章中，我们将对这个可能
性做另外一个角度的讨论。在那里前后两次测量的关联被替换成两个“纠缠
在一起”的自旋的关联。
除了直接把 sr̂1 , sr̂2 当做随机变量的经典理论，Einstein提出来还有可能

可以考虑一个更复杂的“隐变量理论”——sr̂1 , sr̂2 不直接是随机变量，它们
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是更基本的随机变量（记为 λ1, λ2）的函数。沿着这个思路，公式 (2.36) 可
以成为，

⟨
sr̂1 sr̂2

⟩
=

∫ ∫
dλ1dλ2s (r̂1, λ1) s (r̂2, λ2) ⟨λ1| ρ̂ (0) |λ1⟩ ⟨λ2| ρ̂ (λ1) |λ2⟩ . (2.38)

原则上，我们也需要讨论是否可以构建出来公式 (2.38) 中的 ρ̂ (0) , ρ̂ (λ1) 来
得到公式 (2.34)。其中 s (r̂1, λ1) 表示对这个随机变量做了 r̂1 方向的测量，
得到结果是 s (r̂1, λ1) ∈ ±1，以及相应的随机变量在这个实现的样本中的取
值是 λ1。

讨论这个问题有两种方式：第一、构造出来这样的符合公式 (2.34) 的
理论，然后讨论这个理论是否可以接受；第二、证明这样的理论在某些合理
的要求下不可能符合公式 (2.34)。这一章我们先尝试前者，在第十一章我们
来讨论后者。

2.4 量子系统的确定性经典理论的尝试

首先，我们来看一下概率理论的特殊情况——确定性的经典理论——
是否能够描述量子系统的行为。所谓确定性在这里就是每时每刻系统的密
度矩阵，或者说密度分布函数，都是一个 δ 函数：仅在某一个状态上取值，
几率为 1，其它可能的状态的取值几率都为 0。我们以 Stern-Gerlach 装置
的一系列实验为例。我们来看看一个未知状态的自旋通过 z 方向的磁场之
后向上的那个状态的数学模型是什么？也就是取公式 (2.36) 中的 0 状态为
z 方向向上，然后想办法写下来 ρ̂ (sz = 1)。或者说，我们取 sr̂1 = 1, r̂1 = ẑ，
然后我们想写下来 ρ̂ (sz = 1)。首先，我们认为这个时候自旋的状态是明确
的（不表示是确定性的，仅仅表示不管什么形式，这个形式是已经给定的），
客观的，记为状态 |↑z)。数学形式到底怎样，我们暂时不知道。这个状态就
在那里，不管是否被测量，不管被测量的可观测量是什么。这个客观性要求
是可以被挑战的。但是，我们暂时不打算放弃这个客观性要求。

为什么 |↑z) 是明确的呢？因为如果我们对这个状态再做一个 z 方向自
旋的测量（让这个自旋再一次进入一个 z 方向的 Stern-Gerlach 装置），我
们得到的结果是确定的，还是得到而且仅得到一个向上方向上的斑点。这个
结果是可重复的，而且你可以尝试改变很多很多的其他条件来测试是否这
个状态还依赖于其它未知变量。只要你保证自旋先从第一个 z方向的 Stern-
Gerlach 装置的向上方向出来（挡住向下的），那么当这个自旋再一次进入
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第二个 z 方向的 Stern-Gerlach 装置的时候，它还是从向上方向出来。按照
我们经典世界的物理模型，这个自旋的 |↑z)，就应该是

ρ ≜ |↑z) = |↑z⟩ ⟨↑z| . (2.39)

如果量子系统的行为就是这样的话，那么我们用确定性的经典力学就可以
描述量子系统了，也就没有量子力学了。
幸好，或者不幸的是，量子系统的行为比这个远远复杂。我们说的量子

系统的行为在这里指的是行为上符合公式 (2.34) 中 r̂1 = ẑ。我们希望写下
来从 ẑ 向上方向出来以后进入 r̂2 之前的状态的数学描述。其实连具体的那
些概率的数值我们都不太关心，主要关心定性上有几个输出。
如果我们让这个 |↑z) 的自旋进入一个 x 方向的 Stern-Gerlach 装置，我

们发现这个时候会出现两个可能性，而且每一次单次的实验只能得到一个
斑点，多次合起来以后得到两个斑点。得到这两个斑点中的任意一个的频率
是一样的。这个就好像是一个完全随机的硬币一样，而硬币的状态的数学模
型是

ρc = p |↑⟩ ⟨↑|+ (1 − p) |↓⟩ ⟨↓| . (2.40)

于是，从测量的结果来看，就算是对于一个明确的状态，|↑z)，我们需要放
弃确定性的理论，而转投随机性的理论。例如，

ρ = p |↑x⟩ ⟨↑x|+ (1 − p) |↓x⟩ ⟨↓x| . (2.41)

注意到之前我们用 |↑z⟩ ⟨↑z| 来表示这个状态，于是看起来

|↑z⟩ ⟨↑z| = p |↑x⟩ ⟨↑x|+ (1 − p) |↓x⟩ ⟨↓x| . (2.42)

实际上这个 x 方向可以任意取，实验都会得到两个可能的结果，只不过概
率 p 的值依赖于所选择的方向。因此，这个关系需要对任何两个方向都对。
这个可能吗？

|↑z⟩ ⟨↑z| = pr̂ |↑r̂⟩ ⟨↑r̂ |+ (1 − pr̂) |↓r̂⟩ ⟨↓r̂ | . (2.43)

尤其是如果我们取 z 方向向下当作进入 x 方向的光子的状态，也会得到 x

方向两个方向都有斑点，并且几率一样，也就是

|↑z⟩ ⟨↑z| = p |↑x⟩ ⟨↑x|+ (1 − p) |↓x⟩ ⟨↓x| ,

|↓z⟩ ⟨↓z| = p |↑x⟩ ⟨↑x|+ (1 − p) |↓x⟩ ⟨↓x| .

(2.44)

(2.45)
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这个可能吗？向上态就是向下态？将来在量子系统的量子力学模型里面我们
会看到以上两行公式确实很像但是又不一样，同时和实验现象相符。目前的
结果会导致看起来

|↑z⟩ ⟨↑z| = |↓z⟩ ⟨↓z| � (2.46)

这个可能吗？这里的 z 方向完全可以是任意方向。基于我们观察到有可能向
上也有可能向下的两个方向的输出，我们想构建一个理论的目标也是将来
给出一个某实验得到向上还是向下的结果。也就是说向上或者向下这两个
方向的状态在我们的理论中是一定要区分的。如果我们沿着这个思路继续走
下去，例如把 x 方向向上或者向下的状态相同代入到 |↑z⟩ ⟨↑z| = p |↑x⟩ ⟨↑x|+
(1 − p) |↓x⟩ ⟨↓x| 里面，我们还会得到 |↑z⟩ ⟨↑z| = |↑x⟩ ⟨↑x|。也就是任意方向的
向上状态都相同。加上前面已经得到的某方向向上和向下状态相同，于是，
任意方向任意状态都相同。这个可能吗？简单地说，给定 |↑z⟩ ⟨↑z| 和 |↓z⟩ ⟨↓z|，
对两者做测量得到的结果不一样；给定 |↑z⟩ ⟨↑z|和 |↑x⟩ ⟨↑x|，其结果也不一样。
因此，这是不可能的。

上面的讨论是否说明了量子系统的确定性经典理论的不可能，同时，随
机性的经典理论也不可能呢？

在回答这个问题之前，我们先停下来思考一下对经典随机性的认识角
度：纯随机还是伪随机。实际上抛在空中以后落下来的硬币的状态，如果我
们知道所有的信息——初始状态、空气阻力等等等等，其状态是可以通过
经典力学计算出来的。因此，硬币的随机性实际上是一个本质上确定性的
系统在信息不完全的条件下的有效形式，而不是最终形式。那么，是否上
面这个形式上的随机性理论的要求，实际上也是由于信息不完全导致的呢？
Einstein相信是这样的——“上帝不掷色子”。我们实验者看到了“色子”那
是因为我们掌握的信息还不够充分。

也就是说，一个形式上的经典随机性理论，完全可能是一个经典确定性
理论的信息不完全的时候的表现。实际上我们确实可以接受（或者不接受）
这个“信念”。如果我们接受这个信念，那么关于量子系统的确定性的经典
理论的寻求直接就成了“寻找一个形式上随机性的经典理论”。这个量子系
统的随机性的经典理论的可能性就是我们下一节的主题，实际上这个可能
性也是量子力学的隐变量理论研究的问题 [1]。如果你不接受这个信念，那
么就把量子系统的确定性理论和量子系统的纯随机理论当作两个完全不同
的可能的理论形式好了。在这个意义上，我们前面的讨论——给定确定的状
态 ρ = |↑z⟩ ⟨↑z| 的情况下，测量得到的值和测量之后的状态可能是两个随机
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出现的结果（|↑x⟩ ⟨↑x| 和 |↓x⟩ ⟨↓x|）的一个——表明，量子系统的确定性理论
是不可能的。同时，从实验结果推测出来 |↑z⟩ ⟨↑z| = |↓z⟩ ⟨↓z| 也表明，如果我
们的事件集合仅仅有 {|↑z⟩ ⟨↑z| , |↓z⟩ ⟨↓z|}，那么，随机的经典理论也是不可能
描述量子系统的行为的。于是，至少，我们需要考虑更复杂的时间集合，例
如 {|↑x⟩ ⟨↑x| , |↓x⟩ ⟨↓x| � · · · , |↑r̂⟩ ⟨↑r̂ | , |↓r̂⟩ ⟨↓r̂ | , · · · }以及 {|sx · · · sr̂ · · ·⟩ ⟨sx · · · sr̂ · · ·|}。
其中 sr̂ = ±1。
关于量子力学是否能够由确定性理论描述的问题，除了企图构造出这

样的理论之外，我们还可以从另一个角度来讨论：确定性的理论必须满足
什么特征，这些特征是否被量子系统的行为所遵循。这个等到在第十一章讨
论Bell 不等式的时候再来讨论。Mermin在一篇 Physics Today 的科普性文
章“Is the Moon There When Nobody Looks? Reality and the Quantum
Theory”[22] 里面提供了另外一个经典确定性理论不可能描述量子系统的
行为的证明：他设计了一个理想实验，构造了一个确定性经典模型，然后证
明了无论这个经典模型的规则细节怎样，其理论结果永远不可能与其构造
的理想实验相符。这是一篇非常值得一看的文章。然而，以后我们会看到，
量子理论却能够得到与理想实验一致的结果。

2.5 量子系统的随机性经典理论的尝试

这一节我们来尝试构造量子系统的形式上的随机性的经典理论。我们
已经看到：形式上，量子系统的行为，如果要用经典理论来描述，是要求随
机性的经典理论的，确定性理论是不够的。当然，另外一方面，形式上的随
机性的经典理论可以是本质上确定性的经典理论在信息不完全的条件下的
表现。所以，在这个“信念”下，这一节的主题就是上一节的主题。

我们还是以 Stern-Gerlach 装置的一系列实验为例。首先，我们来看看
一个未知状态的自旋通过 z 方向的磁场之后向上的那个状态的数学模型是
什么。对于这个状态，我们知道如果让它通过另一个 z 方向的磁场，则它还
是向上。于是，按照我们对于硬币的经验，这个状态应该是，

ρc,z
0 = |↑z⟩ ⟨↑z| . (2.47)

这里，我们把通过这个仪器以后向上的就称为向上态 |↑z⟩ ⟨↑z|。上一节我们
已经提到，对于这个再一次通过 z 方向磁场的实验，这个数学模型就够了。
测量的结果、测量后状态都能够很好的描述。
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现在，我们让这个自旋通过 x 方向的磁场，而不是 z 方向的磁场。结果
是我们已经了解的：有且仅有向上和向下两个可能。于是，我们自然想到实
际上 ρc

0 应该是

ρc,x
0 =

1

2
(|↑x⟩ ⟨↑x|+ |↓x⟩ ⟨↓x|) . (2.48)

如何让一个密度矩阵既满足公式 (2.47) 又满足公式 (2.48) 呢？一种可
能就是，

|↑z⟩ ⟨↑z| =
1

2
(|↑x⟩ ⟨↑x|+ |↓x⟩ ⟨↓x|) . (2.49)

关于这个关系如何导致——“任意方向的任意状态都相同”——的结果，我
们在上一节已经讨论过。而这样的一个数学结果，肯定和实验不相符，和构
建理论模型的目的不相符。我们构建量子系统的数学模型的目的就是为了
对于给定的实验制备流程得到的状态能够写下来一个状态的数学表示，并
且从这个表示能够做计算得到这个状态经过某个给定测量仪器得到的结果。
现在，连某方向向上态和向下态数学上都不能区分了，怎么可能将来预测出
来经过仪器以后是向上还是向下输出呢？因此，在这里，我们不再讨论这样
的数学形式。但是，要注意，将来的量子系统的量子力学数学形式，却和这
个数学形式非常像，

|↑z⟩ ⟨↑z| =
1

2
(|↑x⟩ ⟨↑x|+ |↓x⟩ ⟨↓x|+∆) ,

|↓z⟩ ⟨↓z| =
1

2
(|↑x⟩ ⟨↑x|+ |↓x⟩ ⟨↓x| −∆) .

(2.50)

(2.51)

就是后面这个额外的“∆”解决了所有的问题，也是我们所要学习的量子理
论的核心。在学习这个额外的“∆”之前，我们继续量子系统的经典理论的
可能性的探索。
另一种可能是，要么

ρc
0 = [|↑z⟩ ⟨↑z|] +

[1
2
(|↑x⟩ ⟨↑x|+ |↓x⟩ ⟨↓x|)

]
. (2.52)

要么

ρc
0 = [|↑z⟩ ⟨↑z|] ·

[1
2
(|↑x⟩ ⟨↑x|+ |↓x⟩ ⟨↓x|)

]
. (2.53)

前者假设两个不同的方向的状态是互斥事件，于是整体的概率分布函数
等于各自的概率分布函数之和；后者假设两个不同的方向的状态是两个相
互独立的变量，于是联合分布函数等于独立分布函数的乘积。第一种情况相
当于假设我们的基本事件集合是 {|↑x⟩ ⟨↑x| , |↓x⟩ ⟨↓x| � · · · , |↑r̂⟩ ⟨↑r̂ | , |↓r̂⟩ ⟨↓r̂ | , · · · }。
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第二种情况相当于假设我们的基本事件集合是 {|sx · · · sr̂ · · ·⟩ ⟨sx · · · sr̂ · · ·|}。对
于第一种，实际上我们需要重新归一化。不过这个技术问题，这里，我们就
假设总是可以简单处理的。

2.5.1 互斥构造

现在，我们来看看基于互斥事件的公式 (2.52) 是否能够解释实验结果。
按照经典概率论，对于形如公式 (2.52) 的概率分布函数的测量可以得到所
有的可能结果：这里包含 |↑z⟩ ⟨↑z|、|↑x⟩ ⟨↑x|，以及 |↓x⟩ ⟨↓x|。也就是说，我们
不能够再确定测量自旋的某一个方向——“我想测量自旋的 x 方向”，而是
只能够做这样的测量：“我想测量一个自旋”。这一点与我们的实验是不相符
的。在实验中，我们可以选择哪一个方向来测量。

做一个类比。这个问题就好像是一个硬币本来有正反面、颜色、形状等
等等等的各种属于不同的空间的属性。现在，有一个硬币它的正反面、颜
色、形状都是同等地位的在同一个空间中的属性，那么你自然就不能够在提
出这样的问题：“我想测量这个硬币的颜色到底是绿的还是红的”，而仅仅能
够题这样的问题：“我想测量这个硬币”。可是这个神奇的硬币竟然能够知道
你的真实的企图，在你想测量颜色的时候给你颜色，形状的时候形状。看起
来好像这个硬币和观测者的意识之间建立了某种联系1。

当然，你可以说，正是由于你选择了哪一个方向来测量，你选择了某种
类型的仪器，而这个自旋通过跟这个被选择了的仪器相互作用，了解了“你
的真实的想测量的方向”。于是，通过某种方式，“你的意识”跟实验结果建
立了关联。尽管我们非常反对把实验者的意识和物理对象关联起来（因为我
们希望物理对象的状态还是一个客观量），但是我们不能直接否定这个基本
上不可证伪的理论。对于这样的辩护，一个实用主义的物理学家只能继续问
你，所选择的仪器如何与自旋的状态建立起来的关联，从而实现了这个试验
结果呢？一个完整的理论必须能够回答这个问题。当然，你也可以耍赖，说，
这个问题现在还回答不了，但是每次这个未知的机制总是能够发挥作用。由
于这个机制的问题没有给出答案，也暂时不可证伪。让我们暂时允许这样的
理论，继续思考下去。

这样的一个仪器在经典随机理论的框架之内是可以实现的，而且非常

1实际上，有人就是这样来理解和看待量子力学的。究其原因，就是这样的人还在企图用经典力学的数
学和来自于其自身对经典世界的经验来“理解”量子力学，就像咱们在这里做的一样。以后我们会看到，
量子系统的行为从量子力学的数学框架来看，根本不要求这些神奇的理解或者说解释方式。



2.5 量子系统的随机性经典理论的尝试 67

简单：把真正希望测量的那部分信息识别出来，把识别不出来的其它的信息
扔掉。在硬币的例子上，你可以设计一个仪器，这个仪器只能够识别颜色，
如果其它的可能状态过来了，这个仪器就显示一个探测不到的状态。也就是
说，这个仪器只对颜色——这个反映真实测量意图的变量——敏感。这个仪
器的缺陷是有的时候我们会得到得不到信号的结果。而且这个得不到信号
的结果出现的概率由原始的公式 (2.52) 的概率分布函数决定。
现在，我们来看一看这个测不到信号的结果出现的几率。到现在为止，

我们仅仅讨论了 z 方向和 x 方向的测量，现在我们来讨论 y 方向和任意
r̂ (θ, ϕ) 方向的测量。为了满足 y 方向测量的结果（可能是两个结果，等几
率，每一次单次的测量仅得到一个结果），我们需要修改公式 (2.52) 为，

ρc
0 = [|↑z⟩ ⟨↑z|] +

[1
2
(|↑x⟩ ⟨↑x|+ |↓x⟩ ⟨↓x|)

]
+

[1
2

(∣∣∣↑y

⟩ ⟨
↑y

∣∣∣ + ∣∣∣↓y

⟩ ⟨
↓y

∣∣∣)] . (2.54)

现在，我们来归一化这个分布函数，

ρc
0 =

1

3
[|↑z⟩ ⟨↑z|] +

[1
6
(|↑x⟩ ⟨↑x|+ |↓x⟩ ⟨↓x|)

]
+

[1
6

(∣∣∣↑y

⟩ ⟨
↑y

∣∣∣ + ∣∣∣↓y

⟩ ⟨
↓y

∣∣∣)] . (2.55)

于是当我们用测量 z 方向的仪器做侧量的时候，我们有 2
3
的几率得不到任

何信号。可是，在我们的实验当中，这样的事情从来没有出现过。2
3
是一个

很大的几率，不可能和实验误差混在一起区分不开。
这个问题还会成为一个更大的问题。为了满足 r̂ (θ, ϕ) = sin θ cos ϕ̂i +

sin θ sin ϕ ĵ + cos θk̂ 方向的测量（可能是两个结果，向上的几率是 1+cos θ
2
向

下的几率是 1−cos θ
2
，每一次单次的测量仅得到一个结果），我们是否需要再

把这个 r̂ 方向的分布函数添加到公式 (2.52) 里面呢？
是否可以把 r̂ (θ, ϕ) 方向的测量看作是三个独立方向 x、y、z 的测量的

结合呢？从平均值上来说，可以，

⟨σr̂⟩ = sin θ cos ϕ ⟨σx⟩+ sin θ sin ϕ ⟨σx⟩+ cos θ ⟨σz⟩ = cos θ. (2.56)

但是，这样的话，单次测量的结果可能是

± sin θ cos ϕ ± sin θ sin ϕ+ cos θ , ±1. (2.57)

所以，必须把所有的 r̂ 方向的分布函数添加到公式 (2.52) 里面，也就是说，

ρc
0 =

∑
r̂(θ,ϕ)

ρc (θ, ϕ) , (2.58)
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其中

ρc (θ, ϕ) =
1 + cos θ

2
|↑r̂⟩ ⟨↑r̂ |+

1 − cos θ
2

|↓r̂⟩ ⟨↓r̂ | . (2.59)

如果你这个时候再来做一个归一化的话，任何一个单独的 ρ (θ, ϕ) 都是
无穷小，也就是说，如果你用一个测量 z 方向的仪器做侧量，绝大多数的情
况下得不到任何信号。这一点我们从来都没有在实验上观察到过。

因此，除非有经典概率论之外的数学结构或者是让自旋了解实验者的
意识的未知的机制——除非你写下来这个机制的数学模型，要不然相当于
把量子系统的数学模型的问题转化成为这个机制的数学模型的问题。看起
来，基于互斥事件构造起来的经典理论公式 (2.58) 不能描述量子系统的行
为。还有没有其它的可能的经典理论呢？

2.5.2 独立构造

现在，我们来看看基于独立事件的公式 (2.53) 是否能够解释实验结果。
按照经典概率论，对于两个独立变量 x1, x2 的联合分布函数 ρ (x1, x2) =

ρ1 (x1) ρ2 (x2)，我们有

⟨
A1 (x1)

⟩
=

"
dx1dx2A1 (x1) ρ (x1, x2)

=

∫
dx1A1 (x1) ρ1 (x1)

∫
dx2ρ2 (x2)

=

∫
dx1A1 (x1) ρ1 (x1) . (2.60)

用密度矩阵的语言，这个就是

⟨
A1

⟩
= tr1,2

(
A1 ⊗ I2ρ1 ⊗ ρ2

)
= tr1

(
A1ρ1

)
. (2.61)

这里 I2 是第二个变量所在的空间的单位矩阵，⊗ 表示矩阵或者是算符的直
积。独立变量的联合分布保留了每一个变量自己的分布函数的所有的性质。
于是，我们发现，公式 (2.53) 能够同时解释我们的两个不同方向上的实验
结果。这个结果也是符合经典随机粒子的经验的。这里的 z 方向和 x 方向
就好像是硬币的正反面和硬币的颜色一样是两个独立的变量。只要各自的
分布函数满足各自的测量的结果的要求，那么整体来看必然是与所有的联
合起来的实验结果一致的。
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实际上，除了 x 方向和 z 方向，我们还需要考虑至少 y 方向，于是公
式 (2.53) 应该成为如下的形式，

ρc
0 = [|↑z⟩ ⟨↑z|] ·

[1
2
(|↑x⟩ ⟨↑x|+ |↓x⟩ ⟨↓x|)

]
·
[1
2

(∣∣∣↑y

⟩ ⟨
↑y

∣∣∣ + ∣∣∣↓y

⟩ ⟨
↓y

∣∣∣)] . (2.62)

是不是还需要包含其它方向，例如任意的 r̂ 方向呢？答案是需要。上面的密
度矩阵的隐含假设是物理量 σx、σy、σz 是独立的，于是测量例如 σx 的时
候，

⟨σx⟩ = tr (ρc
0σx ⊗ Iy ⊗ Iz) = tr

(
ρc,x
0 σx

)
. (2.63)

类似的，如果测量 σy 的话，

⟨
σy

⟩
= tr (ρc

0Ix ⊗ σy ⊗ Iz) = tr
(
ρ

c,y
0 σy

)
. (2.64)

对于任意一个方向的 Stern-Gerlach 装置的测量，我们需要做到单次测量必
然是向上或者相下态的一个，多次测量得到两个斑点。于是，我们希望得到
类似的，

ρc,̂r
0 =

(1 + cos θ
2

|↑r̂⟩ ⟨↑r̂ |+
1 − cos θ

2
|↓r̂⟩ ⟨↓r̂ |

)
. (2.65)

其中，概率 1±cos θ
2
的选取是为了保证（这一点量子系统的实验是符合的）

⟨σr̂⟩ = sin θ cos ϕ ⟨σx⟩+ sin θ sin ϕ
⟨
σy

⟩
+ cos θ ⟨σz⟩ = cos θ. (2.66)

为了实现这个公式 (2.65)，我们不得不让

ρc
0 =

∏
r̂

ρc
0 (θ, ϕ) , (2.67)

其中，

ρc (θ, ϕ)0 =
1 + cos θ

2
|↑r̂⟩ ⟨↑r̂ |+

1 − cos θ
2

|↓r̂⟩ ⟨↓r̂ | . (2.68)

也就是说，我们把各个方向上的测量都看成是这个自旋的独立的属性。这样
至少看起来对于所有的可能的测量就没有问题了。

现在我们来考虑让这个系统再经过一次测量，例如先过 z 方向挡住向
下的部分，然后再过 x方向挡住向下的部分，然后再让这部分的自旋经过一
个 r̂ 方向的测量。按照经典概率论，对于一个变量的测量不改变其它独立变
量的分布。做一个类比，考虑两个独立的随机硬币的状态，测量其中一个，
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另一个的状态的分布函数不会改变。于是我们猜测，经过第二次测量（先 z

后 x）以后的状态应该是，

ρc
1 = ρc

1 (z) · · · ρc
2 (x) · · · ρc

0 (θ, ϕ) , (2.69)

也就是说，其他的方向上都不变，但是 z 和 x 方向上成了新的形式，

ρc
1 (z) = |↑z⟩ ⟨↑z| , ρc

2 (x) = |↑x⟩ ⟨↑x| . (2.70)

这个时候，如果我们再来测量这个状态的 r̂ 方向。第一，r̂ 就是 x 方
向，结论是“只能得到向上”，符合实验结果。如果 r̂ 就是 z 方向，因为
ρc
1 (z) = |↑z⟩ ⟨↑z|，结论是“只能得到向上”，与实验结果不相符。于是，我们
发现，这个时候，其实 ρc

1 (z) =
1
2
|↑z⟩ ⟨↑z|+ 1

2
|↓z⟩ ⟨↓z| 才能得到与实验相符的

结果。也就是说，当测量 x 方向的时候，本来应该独立的 z 方向的随机变量
的分布函数变了。同理，同时其他的所有的 r̂ 方向的随机变量都要作相应的
变化。
这个是什么样的独立变量的独立分布函数呀？测量“符合独立分布的独

立变量”中的一个，其它的都会发生改变！测量后状态成了一个“神奇的世
界”的代名词。测量后状态不再是经典概率论里面的图景：一个随机变量的
测量后状态就是观测到的测量结果对应着的状态。我们被迫构造出一个这
样的理论：一个系统的测量后状态不再是得到的观测值对应的状态，仅仅是
一个这样的状态——它能够保证如果你再做一次任何方向上的测量，这个
状态给出来的理论结果与实验结果相符。也就是说，在这个理论框架里面，
测量以后系统是什么状态这个问题不是一个好问题，我们仅仅能够问：测
量以后，如果我们再一次测量（同样的方向或者不同的方向），我们得到的
结果是什么？当然，一个这样的理论也可以是一个可证伪的科学的理论。可
是，这样一个把测量后状态的图景都破坏的理论，把分布函数中的所假设的
独立变量的独立性都在测量中波坏的理论，是什么样的一个理论呀？
我们之所以尝试构造一个能够解释量子系统的行为的经典理论，是因

为我们觉得经典理论，包含确定性的和随机性的经典理论，是一个我们能够
理解的，觉得舒服的理论。可是，如果这个理论需要我们放弃经典理论中的
那些能够理解的部分，例如状态是客观的，与观测者的意识没有关系，测量
后状态就是简单地测量结果对应的状态，我们为什么还一定要追寻一个量
子系统的经典理论呢？一个测量以后系统的状态不再是所观测到的状态，不
在满足独立变量的测量互不干扰的理论，还是我们希望得到的理论吗？
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为什么我们在这里仅仅考虑互斥构造和独立构造——在这里不管哪一
种构造各个方向的相对地位一样，是否还应该考虑各个方向上原则上就相
对地位不一样的构造？这是物理学的另外一个不愿意轻易突破的理念：各个
方向是平权的。不过，退一万步，如果突破它就能够得到一个量子系统的经
典理论，我想还是有物理学家愿意这样做的。

2.6 作业

习题 2.1 阅读W.I.B. Beveridge的《科学研究的艺术》（《The Art of Scientific
Investigation》）[23]，写下阅读体会。

习题 2.2 阅读 Gowers T. 的《数学-牛津通识读本》（《Mathematics: A Very
Short Introduction》）[24]，写下阅读体会。

习题 2.3 阅读 R. Feynman 的《物理定律的特性》（《The Character of
Physical Law》）[25]，写下阅读体会。

习题 2.4 阅读 A. Einstein和 L. Infeld的《物理学的进化》（《The Evolution
of Physics: The Growth of Ideas From Early Concepts to Relativity and
Quanta》）[26]，写下阅读体会。

习题 2.5 通过 Google 和 Wikipedia 来了解和学习以下的一个主题，写一份
学习报告：随机数生成器、博弈论、量子远程传态、量子多世界解释、量子
力学的其它解释。学会自己寻找材料来学习，甚至自己寻找主题来学习，是
研究性学习非常重要的一步。本书在很多地方匆匆而过，当然也在很多地方
非常深入，需要你自己学习的地方非常多。Google 和 Wikipedia 是好朋友。

习题 2.6 从公式 (2.34) 出发，反推出来以下状态的几率：p (s2|s1 = 1)，它
表示已知 s1 = 1 的时候，s2 的可能取值和相应的几率。这个问题从另外一
个角度证明了公式公式 (2.30)、公式 (2.31)、公式 (2.32) 实际上都包含在公
式 (2.34) 中。

2.7 本章小结

由于本章的内容代表了非常深入的思考，这个思考的细节也有很多转
折，我们这里提供一个比较详细的小结，而且把几个重要的公式和结论也都
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重新写在这里。在本章里面，我们企图给自旋的状态构建一个经典的数学模
型。所谓经典的就是遵循经典概率论的随机的或者确定性的。这个数学模型
需要对各个方向的单次和再次——这里再次指的是对已经测量了一次的自
旋做再一次的测量而不是重新制备和测量另一个自旋，后者我们称为系综
测量——给出和实验相符的结果，也就是公式 (2.34)。

为了找到这样的一个理论，最关键的事情是写下来密度矩阵 ρ̂ (sr̂1)或者
说密度分布函数

⟨
sr̂2

∣∣∣ ρ̂ (sr̂1)
∣∣∣sr̂2

⟩
使得按照经典概率分布的平均值公式 (2.36)

的计算得到公式 (2.34) 的结果。注意，这里这些经典密度矩阵或者叫做密
度分布函数都是对角的。其中 sr̂1 的含义是，对 r̂1 方向的自旋状态做测量
并且得到测量值为 sr̂1 ∈ ±1。因此，ρ̂ (sr̂1) 是这样的测量和测量结果以后的
状态。
对于这个可能性，首先我们发现确定性的经典理论的问题归结为随机

性的经典理论的问题：第一、量子系统的形式上的确定性的理论是不可能
的；第二、本质上确定性的经典理论可以是由于信息不完全导致的经典随机
理论。然后，我们讨论了量子系统的经典随机理论的可能性。我们发现，如
果考虑某一个方向的测量，那么硬币的数学模型，就能够很好地描述量子系
统。但是，当量子系统面对再次测量（需要同时符合单次测量和多次平均的
得到的结果）的时候，尤其是再一次测量的方向和本次测量的方向不一样的
时候，硬币的数学模型就不能用了。
因此，我们拓展了的硬币的经典理论，把各个方向的状态看作互斥事件

或者是独立事件。对于测量了 r̂1 并且得到 sr̂1 ∈ ±1 其中之一的情况，互斥
和独立两种方式构造了这个分布函数分别是

ρc =
1

N
∑

r̂2

ρc (sr̂2 |sr̂1) , (2.71)

和

ρc =
∏

r̂2

ρc (sr̂2 |sr̂1) , (2.72)

其中

ρc (sr̂2 |sr̂1) =
1 + sr̂1 r̂2 · r̂1

2

∣∣∣↑r̂2
⟩ ⟨↑r̂2

∣∣∣ + 1 − sr̂1 r̂2 · r̂1
2

∣∣∣↓r̂2
⟩ ⟨↓r̂2

∣∣∣ . (2.73)

自然对于更一般的情况，如果测量了 r̂1 并且得到 sr̂1 ∈ ±1 的两个结果都进
入下一步实验，则数学描述需要做一个概率性叠加，也就是，

ρc (sr̂2 |sr̂1) = ρc (sr̂2 |sr̂1 = 1) pŝr1=1 + ρc (sr̂2 |sr̂1 = −1) pŝr1=−1. (2.74)
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但是，这样的密度分布函数我们发现：第一、对于互斥构造，实验者将不能
主动选择特定的观测方向，除非自旋能够有某种方法知道实验者的意图，否
则只能够得到所有的可能的 r̂2 中的一个。于是如果从满足实验者的意愿观
测方向来说，会出现大多数时候观测不到想要的观测方向的事情。这一点在
实验上没有观察到过。实际实验中，实验者总是可以选择特定的方向来观测
的，而且观测到某个值的成功几率不是非常小，尽管也有观测不到结果的时
候2。此外，在互斥构造中归一化常数 N 的取值也是一个问题。第二、对于
独立构造，竟然会出现测量这些独立变量中的一个并且得到测量值会改变
其他“独立”的变量的分布函数的事情。这样的约定好的独立变量，数学形
式上也表现为独立变量的变量在测量的过程中相互影响，是基本不可以接
受的事情。第三、自旋算符之间的代数关系

σr̂ = sin θ cos ϕσx + sin θ sin ϕσy + cos θσz (2.75)

也被这两个理论破坏了，各个方向上的自旋必须当做经典的互斥或者独立
随机变量。因此，这两种密度矩阵的形式都不是好的经典理论的形式。于是，
我们初步得到结论：经典理论看起来基本上不能解释量子系统的行为。
那么，还有没有其它的除了互斥构造和独立构造之外的可能的经典理

论呢？当然可以有。但是，这样的理论就相当于假设这个物理世界的各个方
向其实是有差别的。这一点，基本上是不可以接受的。
量子力学是量子系统的行为的数学模型。我们将来也需要来看一看是

否这个理论保留了状态的客观性，保留了测量后状态与测量前状态的简单
的联系，来看一看是否量子系统需要了解实验者的意识。我们的目标是建立
一个尽量保持经典随机理论——甚至经典确定性理论——的各种数学结构
的并且尽可能简单的理论。具体来说，这些数学结构和简单图景包含：状态
的数学描述是什么，可观测量的数学描述是什么，测量的结果（单次测量和
多次平均）是什么，测量以后的状态是什么，状态如何演化。量子系统的行
为指的是本书第一章中的典型实验的结果——本质上就是单个粒子通过一
个仪器（偏振片、Stern-Gerlach装置等）或者多个仪器的各种干涉现象，或
者以单个自旋的测量为例，就是公式 (2.34)。满足这个要求的量子理论的细
节见第六章和 11.4 节。

另外，除了理论上构造出来这个经典密度矩阵，然后讨论这个理论的可
2量子力学认为，这是由于例如某一个光子被环境干扰了所以没有被探测到。当然，这样的几率随着仪

器质量的提高，是很小的。也就是说，实验中观测到想要观测的方向的可能性远远大于 1
N，这个要多小就

有多小的数。
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接受性，还有一种方式来讨论量子系统的经典理论的可能性：证明一个所有
的一定条件下的经典理论都必须满足的结论，然后检验量子系统的行为是
否满足这个条件。在第十一章要介绍的 Bell 定理或者说Bell 不等式就沿着
这样的方式展开讨论。我们认为，这两种方式是互补的。
我们将来在第十一章 11.5 节还会看到我们构造的这个互斥随机变量和

独立随机变量的理论还有另外一个的问题——非定域性。也就是说，即使如
果你愿意接受一个具有上面提到的这么多问题的数学模型作为量子系统的
理论，那么，它还有非定域性的问题：大概来说就是两个遥远的不同系统上
的测量之间单次的结果各自应该是独立的——没有信息能够相互交流来建
立起来这个关联。我们将来还会看到这个定域性的更准确的数学形式的表
达。顺便，既然我们提到定域性的问题，我们将仅仅讨论和展示前面所构造
的经典理论的“非定域性”，而不是将来要构建的量子系统的量子力学的非
定域性。
一句话总结一下：尽管不能完全否定，但是看起来用经典理论描述量子

系统非常地不可能。因此本章的真正目的，除了讨论一个量子系统的经典描
述的可能性这个问题本身之外，其实，是为了回答为什么我们需要新的数学
理论来描述量子系统的行为，从而为了学习量子系统的量子力学做准备。
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数学物理学上的准备
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为了构造能够描述上一部分中的量子系统的行为的数学模型——将来
我们称之为量子力学或者量子理论，我们需要做一些数学和物理上的准备。
这个准备包含矢量空间、概率论和经典力学。矢量空间是将来量子理论的核
心。概率论是将来的量子理论的经典对应，或者说，量子理论就是经典概率
论的一种拓展。通过经典力学的学习，我们可以了解用 Hamiltonian 来描述
物理系统的方式。另外，抽象矢量记号——Dirac 符号将会是我们以后的模
型使用的主要的数学语言，也要在这里先学习一下。此外，对经典概率和经
典随机客体的测量的理解也是一个问题：单个硬币是随机的吗？在学习的时
候要注意这些内容和将来的内容之间的联系，也要思考有助于深刻理解这
些内容的问题。
这一部分的主要参考书，Landau的《力学》[27]，喀兴林的《高等量子

力学》[28]，吴兆颜的《高等量子力学》[29]。Kolmogorov的《概率论导引》
[19] 也非常值的一看。
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为了学习量子系统的数学模型，我们需要一点点数学上的准备。这里，
数学上的准备分成两个层次，计算上和理解上的。在本章中，我们会把计算
上的数学内容控制在非常简单的二维矩阵和二维矢量的运算上。但是，对于
这些矩阵和矢量的理解要比通常的线性代数高很多，需要接触到一点点近
世代数的内容。当然，我们会企图把整个概念上比较复杂的部分都尽量地通
过二维空间的形式来讨论。

另一方面，在本章中，我们会讨论数学和物理学，数学和科学的关系，
以及在理解这个关系的基础上如何学习数学。

这一部分的推荐阅读材料是Einstein和Infeld的《物理学的进化（The
Evolution of Physics）》[26]、Feynman的《物理定律的本性（The Character
of Physical Law）》[25]、Beveridge的《科学研究的艺术（The Art of Scientific
Investigation）》[23]、Gowers的《数学是什么（Mathematics: A Very Short
Introduction）》[24]、Axler的《线性代数应该这样学（Linear Algebra Done
Right）》[30]。前四本是关于什么是物理学和什么是科学，以及科学和数学
之间的关系的。后一本是线性代数方面的具体知识的。其主要关注点在于线
性空间的矢量和算符，和本书的思路类似，跟大多数线性代数的书不一样，
值得推荐。学有余力的还可以参考喀兴林的《高等量子力学》[28]的第一章。

3.1 数学是现实世界的结构和思维的语言

数学本质上是对事物之间的联系的描述。事物通常用集合以及集合里
面的元素来描述。而元素之间的关系，有的时候也称作结构，则通过映射来
描述。把数学理解成结构的语言，而不仅仅是一堆运算规则，对于创造和使

79



80 第三章 二维空间的线性代数：DIRAC 符号、抽象算符与表象

用数学是非常有意义的。例如，我们从小就会计算“1 + 1 = 2”，“一个苹
果加上一个苹果等于两个苹果”。看起来，我们是在做“苹果的加法”。我们
来仔细看一看，我们在计算什么东西的加法。定义一个苹果的集合 P，为简
单计，我们假设总数是有限个，但是是一个很大的数。所谓映射，就是把一
个集合中的元素与另外一个集合中的元素联系起来。现在，我们猜测，“一
个苹果加上一个苹果等于两个苹果”，是集合 P ⊗ P 到 P 的映射（需要两个
来自于 P 的元素，得到一个 P 里面的元素）。真的是这样吗？我们得到的
结果，也就是“两个苹果”，是集合 P 中的元素吗？注意，集合 P 的元素是
一个又一个的苹果，尽管颜色大小酸甜等都可以不一样，甚至有一个特大的
苹果可以等于两个其中的小的苹果那么大，但是，两个苹果绝对不是集合 P

中的元素。也就是说，我们实际上，不是在计算苹果的加法。
实际上，我们计算的是苹果的数量的加法。从集合 P 开始，构造一个 P

的所有子集的集合——幂集 T = {Q|Q ⊆ P}。这个时候我们发现，取 T 中的
元素 t1 和 t2，如果 t1 ∩ t2 = ϕ，也就是不相交没有共同的元素，则 t = t1 ∪ t2
必然是 T 中的元素，也就是 t ∈ T，并且，如果定义集合的大小，也就是集
合中元素的个数，|t|，我们发现

|t| = |t1|+ |t2| . (3.1)

这个才是我们计算的加法。也就是说，加法是定义在苹果集合 P 的幂集上
的计算，并且只考虑集合大小这个特性。或者说，苹果的加法实际上在计算
苹果集合 P 的子集的并的运算，并且要求用来计算的子集没有交集。简答
地说，“苹果的加法”是没有共同元素的“集合的并运算”，而不是直接在苹
果集合上的运算——我们不能把两个苹果相加得到另一个苹果。
通过上面这个例子，我们看到，第一，集合和映射的语言可以把问题说

清楚；第二，苹果之间不存在直接的加法，通常的加法实际上是集合的并运
算；第三，数学是描述事物之间关系的语言。关于数学的这个理解——数学
是对事物的关系的描述（事物就是集合，关系就是映射）[24]，对于我们以
后的学习是非常重要的。
在这里，为了强调数学是对事物之间的关系和结构的描述，我们再来讨

论另外一个例子：矢量加法。中学物理我们就学习过矢量的叠加和分解。我
们知道位移、速度、加速度和力是矢量。现在，我们来思考一下，为什么我
们需要矢量这个数学对象来描述位移、速度、加速度和力这些物理概念，同
时我们也思考一下这个问题：位置是不是矢量。首先，在运动问题中，我们
注意到运动物体不仅有速度的大小，还有速度的方向。在某些力的作用下，
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速度的方向可以发生改变，例如拉着一根绳子转一个小球。而且，更进一步，
速度的大小和方向的改变，和力的大小和方向有联系。于是，我们就发现，
需要强度和方向两个变量来描述位移、速度、加速度和力这些物理量。我们
暂时称这样的一个东西为“矢量”，将来我们看一看它是不是真的是满足矢
量运算——例如矢量加法——的矢量。这个“矢量”暂时记作 (r, θ)。其中前
者表示强度，后者表示方向——实际上可以是多个变量，例如用多个角度来
表示 3维空间的矢量。那下一步，就是看这样的数学对象的集合上面可以定
义什么操作。以位移“矢量”为例，我们可以把前后两个的位移合起来讨论
合起来的位移。以力“矢量”为例，我们可以讨论同时作用在一个物体上的
两个力的效果，看其是否等于这两个力各自的效果的叠加。经过物理学的观
察和实验，我们发现，前后两个时间段的位移合起来确实还是位移，同时作
用在物体上的两个力的效果可以看成一个合力的效果，而这个合成遵循平
行四边形法则——也就是矢量的各个方向上的分量可以相互加起来，但是，
不是上面的两个坐标 r 和 θ 的值直接加起来。这个“矢量”的分量形式（注
意不一定是坐标形式）加起来的操作，以后我们会看到，正好就是矢量空间
的矢量的加法。因此，矢量就成了位移、速度、加速度和力这些物理量的数
学模型。

现在，我们来讨论第二个问题：位置是不是矢量。给定一个位置，给定
一个新的位置，我们能够通过一个自然——也就是和某种我们所感兴趣的
物理过程直接相关——的运算，得到一个新的位置吗？例如一个处于平面上
(xp, yp) 位置的 P 点，和一个处于平面上 (xq, yq) 位置的 Q 点，用某种方式
加起来，会给我们一个处于例如平面上某个 (x, y) 的 R 点吗？你可能会觉得
R 在 (xp + xq, yp + yq) 点很自然。其实，如果是这样我们计算的是从原点开
始的两个“位移矢量”的加法而不是两个“位置矢量”的加法。实际上，对
于位置来说，它只有坐标，连矢量都不是，更何况加法。至少，在考虑物体
运动的范围内，我们完全没有对应着这种运算的物理过程。回到前面的苹果
集合上加法的例子——加法实际上不是定义在苹果上，而是苹果集合的幂
集，而且仅考虑幂集元素（也就是原始苹果集合的子集）的大小，现在我们
发现位置这个集合上的加法运算也不是定义在位置集合上的，而是定义在
位移集合上的。

物理学家，或者更一般地来说，科学家（甚至数学家），学习数学，要
注意思考数学概念提出的动机、数学概念的实例、数学定理在物理或者现实
中的含义。从创造性地使用数学结构和创造数学结构目的来说，了解数学结
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构提出的动机和一些实例是很有好处的。

3.2 从分量形式的矢量和矩阵到抽象矢量和算符，
Dirac 符号

我们先来复习一下实数作为元素的线性代数，然后学习 Dirac 符号，接
着用 Dirac 符号来学习复数作为元素的线性代数。真正从集合映射开始来
学习矢量和对偶矢量已经超出本书的范围。有兴趣的学习者可以参考喀兴
林的《高等量子力学》[28]，以及吴金闪的《系统科学导引》[31]。

3.2.1 实数域上的分量形式的矩阵和矢量，复习

通常的线性代数课程定义矩阵就是一个由数字——通常是实数——排
成 M 行 N 列的方块。对于这个方块，我们可以计算行列式，我们可以定义
这个方块之间的乘法、加法和数乘。方块和列向量之间的乘法是方块和方块
之间乘法的一个特例。这里我们重复一下这种方块形式的运算的定义。现在
这些定义看起来好像是需要死记硬背的。先不要着急，将来我们会更加清楚
其中的道理。对于数字方块 A = (Ai j)M×N 和 B = (Bi j)N×L，我们定义其乘法
得到的方块为：

(AB)i j =
N∑

k=1

AikBk j. (3.2)

如果要计算乘法必须要求左边矩阵的列数等于右边矩阵的行数。而且，通过
这个定义我们就看到，一对能够做 AB 乘积的矩阵不一定能够做 BA 乘积。
所以，一般地来说，矩阵乘法是不可交换的。甚至当两个矩阵都是同样维数
的方阵的时候也是这样。为了描述这种不可交换的关系，我们有关于对易子
的定义，

[A, B] = AB − BA. (3.3)

[A, B] 称为矩阵 A 和 B的对易子。如果要计算矩阵加法，那么这两个矩阵必
须有同样的行数和列数，

(A + B)i j = Ai j + Bi j. (3.4)

数乘的定义非常简单，一个矩阵 A 和一个实数 a 的乘积定义如下，

(aA)i j = aAi j. (3.5)
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基本的定义仅包含乘法、加法和数乘。如果这部分不是复习，那么，请回去
先学习线性代数再来学习本书，或者继续——如果你认为你已经准备好了
接受挑战，本书的内容也是自足的。
由于在以后我们的讨论中我们基本上只关心方阵，所以，在不加说明的

时候，以下的部分说到矩阵的时候就是指 N ×N 的方阵。相应的，在提到矢
量的时候，一般指的是 N 个实数排成一列的列向量。有的时候，我们也用
左矢量，或者行向量的语言。它们就是 N 个数字排成一行的那个东西。对
于一个行向量来说，其维数是 1 × N，所以只能够乘在一个 N × N 矩阵的左
边。这就是为什么它还被叫做左向量。同样的原因，列向量有的时候也被称
作右矢量。
两个右矢量可以讨论它们的点积或者叫做内积，定义如下，

(u, v) =
∑

j

u jv j ≜ uT v. (3.6)

这个矢量的转置的定义就是把一个列矢量的元素按顺序排成一个行矢量，或
者反过来。这个转置也可以定义在矩阵上，

(AT )i j = A ji. (3.7)

可以证明 (AB)T
= BT AT。一个数，也就是 1 × 1 的矩阵的转置就是它自己。

如果两个矢量的内积为零，则我们称这两个矢量相互正交。一组两两相互正
交的矢量可以用来作为这个空间的基矢。
在我们后面的计算中，我们偶尔会用到矩阵的行列式。这里我们仅仅给

出 2 × 2 矩阵的行列式的定义，

det
 A11 A12

A21 A22

 = A11A22 − A12A21. (3.8)

这一节，我们复习了矩阵（包含矩阵的特例——行矢量和列矢量）的乘
法、加法、数乘、转置的定义，以及右矢量的内积，还有 2 × 2 方阵的行列
式。

3.2.2 Dirac 符号

在线性代数的课程里面，我们通常把一个形如


a

b

c

 的列矢量称为矢
量。在多元微积分或者矢量微积分里面，我们也常常把一个位置矢量写作
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r⃗ =


x

y

z

，然后我们说 x 是这个矢量 r⃗ 的 x 方向上的分量。有的时候，我

们也把这个关系写作，

r⃗ = x̂i + y ĵ + zk̂. (3.9)

在后面的表达式里面，̂i、 ĵ、k̂ 是矢量，x，y，z 是数，x̂i 表示一个数乘。这

个时候，理解上是有所不一样的：


x

y

z

 不再是矢量，而是 r⃗ 这个矢量在

{̂
i, ĵ, k̂

}
这三个矢量构成的基矢下的分量。在这样一个理解下，很自然地我们

就可以讨论，如果存在另外一套不一样的基矢 {ê1, ê2, ê3}，那么我们自然可
以通过代入 î（同时也需要 ĵ, k̂）在新的基矢 {ê1, ê2, ê3} 下的表达式——形如
î = s11ê1 + s12ê2 + s13ê3，从而得到矢量 r⃗ 在新的基矢下的分量形式。这样，我
们自然就完成了基矢转换的过程。

我们说这样的一个对矢量的理解是非常重要的：


x

y

z

不再是矢量，x̂i+

y ĵ+ zk̂ 才是矢量。为了节省空间，以后我们把列矢量写作行矢量的转置，例
如 [x, y, z]T。[x, y, z]T 仅仅是抽象矢量 r⃗ 在某一套基矢——这里是

{̂
i, ĵ, k̂

}
——

下的分量形式。在这里，“抽象”的含义是，我们不能写出它的一般表达式，
我们也想象不出来，除非给我们一组基矢。也就是说，更一般地来说，î 以
及 ĵ，k̂ 的含义可以是位置矢量、速度矢量、力矢量，也可以是更一般的矢
量。例如，函数可以看作矢量，在那里，一定条件下三角函数可以看作基矢。
这就是 Fourier 级数和 Fourier 变换背后的数学结构。
为了在一般的矢量空间，而不仅仅是三维实空间矢量，做这个分量形式

和抽象矢量的区分，我们引入Dirac 符号。我们把上面的表达式写成，

|r⟩ = x |i⟩+ y | j⟩+ z |k⟩ , (3.10)

也就是把所有的带着矢量符号的东西都用半个括号（叫做 ket，右括号）来
代替。类似的，行向量 [x, y, z]T 就可以记为

⟨r| = x ⟨i|+ y ⟨ j|+ z ⟨k| . (3.11)

其中 ⟨r|被称为左矢量（bra，左括号）。在这里，转置是一个从右矢量到左矢
量的线性映射。具体 ⟨i| 等的含义是什么，我们一会儿会回来讨论。在这里，
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我们仅仅就是换了一套记号。将来，我们会发现这套记号有额外的好处，但
是目前阶段，就是使得我们的表达式写起来更复杂一点。为了让大家早点熟
悉这个记号，下面所有的讨论，我们都将采用 Dirac 符号。
利用 Dirac符号的左矢和右矢，我们可以把公式 (3.6)中的点积改写成，

(u, v) = uT v = ⟨u | v⟩ . (3.12)

同样的，当这个点积为零的时候，我们称矢量 |u⟩ 和 |v⟩ 相互正交。

3.2.3 矩阵的谱展开，Dirac 符号与抽象矢量

我们假设我们的读者从线性代数已经学到了本征值和本征向量的计算。
一个矩阵 A 的右本征向量 v 的定义是满足下面这个表达式的非零向量，

Av = λv⇐⇒ A |v⟩ = λ |v⟩ . (3.13)

这个方程也可以被写作

(A − λ) v = 0⇐⇒ (A − λ) |v⟩ = 0. (3.14)

于是，这个方程有非零解的条件是

det (A − λI) = 0. (3.15)

这里 I 表示对角的而且对角元素都是 1 的单位矩阵。我们假设我们的读者
能够计算任意一个对称的元素为实数的 2 × 2 的矩阵的本征值和本征向量。
这一节我们从本征矢量开始证明一个关于矩阵本征矢量的最重要的的

定理。下一节，我们会讨论矩阵和左矢量的抽象含义。再一次强调，我们的
计算都很简单，但是我们寻求的对于概念的理解是不简单的。
假设我们已经得到了一个实对称 2 × 2 矩阵 A 的本征值 α 和本征向量

|α⟩，我们知道，这样的本征值 α 最多就两个，因为相应的行列式的方程是
二阶的，最多有两个根。我们要证明的是当两个根不一样的时候，相应的两
个本征矢量相互正交。很容易就能证明，当两个根一样的时候，这个矩阵 A

就是单位矩阵的常数倍，A = αI1。对于这个特殊情况，我们只能够得到一

1一种证明的方法是把二维实对称矩阵的本征值方程

∣∣∣∣∣∣∣
 A11 − λ A12

A21 = A12 A22 − λ


∣∣∣∣∣∣∣ = 0 写下来，得到一

元二次方程，然后让这个一元二次方程的判别式 ∆ = 0。我们就会发现，这个时候必须满足 A11 = A22

而且 A12 = A21 = 0。
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个重根本征值，本征向量的计算也会有点小问题（任意二维矢量都是这个矩
阵的本征向量）。我们把这种特殊情况叫做简并本征值。为了以后使用方便，
这个时候本征向量的通常的选择方法是选择任意两个相互正交的矢量。现
在，我们来证明这个重要的定理。

定理 3.1 实对称矩阵 AT = A 的不同本征值对应的本征向量相互正交。

假设 N维实对称矩阵 A，AT = A，的本征值集合为
{
α j

}
，相应的本征向量

集合为
{∣∣∣α j

⟩}
。对于这个集合中的任何一个元素

∣∣∣α j

⟩
，我们有 A

∣∣∣α j

⟩
= α j

∣∣∣α j

⟩
。

于是，

α j

⟨
αi | α j

⟩
=

⟨
αi |A|α j

⟩
=

(⟨
α j

∣∣∣AT
∣∣∣αi

⟩)T

=
(⟨
α j |A|αi

⟩)T
=

(
αi

⟨
α j | αi

⟩)T
= αi

⟨
αi | α j

⟩
=⇒ (αi − α j)

⟨
αi | α j

⟩
= 0. (3.16)

因此，要么 αi = α j，要么
⟨
αi | α j

⟩
= 0 也就是 |αi⟩ 和

∣∣∣α j

⟩
两个矢量正交。

其实，我们还可以证明实对称矩阵的本征值必然是实数，不会是复数。不
过，这个留到我们介绍复数域上的矩阵的时候再来证明。有了本征矢量的正
交性，对于我们的下一步讨论就够用了。

在以上的证明过程中，我们用到了转置的性质，
(⟨
αi |A|α j

⟩)T
=

⟨
α j

∣∣∣AT
∣∣∣αi

⟩
。

严格说来，这一条是需要我们先证明的。我们能够这么做是因为在通常的线
性代数中 (uT Av)T

= vT AT u。实际上，这个逻辑是不完全正确的。既然我们
希望建立抽象矢量而不是分量形式的矢量的概念，那么，分量形式的矢量和
矩阵的公式就不应该在这里使用。然而，如果我们真的要从头开始建立抽
象矢量的概念，我们需要花很大的精力，从矢量和矢量空间的抽象定义开
始。这当然也是可行的，但是一般来说会等到更高级的量子力学和代数的
课程里面。在这里，我们的目的和思路比较简单，我们希望读者学习完了这
个部分之后从概念上懂得抽象矢量和分量形式的区别，但是也要看见以前
所学的分量形式的计算都是对的，而且明白为什么是对的。所以，有的时候
我们通过分量形式的公式来猜测抽象形式的公式的形式是没有问题的。如
果真的希望采用严格的证明，我们需要先定义矢量（右矢量）空间和对偶矢
量（左矢量）空间，以及把矢量空间上的算符对应到对偶矢量空间上的算符
[28, 31]。
对于任意一个非零矢量 |u⟩，我们总是可以做一个归一化，|ũ⟩ = |u⟩√

⟨u |u⟩，
于是 ⟨ũ | ũ⟩ = 1。从现在开始，我们把本征矢量就看做既相互正交又自己归
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一的一个矢量集合。有了这个矢量集合，我们来探讨把这个集合作为基矢，
我们如何来表达其他的矢量。对于本征值出现多重根，也就是简并的情况，
我们假设已经通过某种方式选择了两个相互正交的矢量来作为基矢。所以，
以后我们不再区分是否出现多重根。也就是说，通过求解某个矩阵本征值和
本征向量的方法，我们已经得到了一组 N 个正交归一的矢量，N 就是矩阵
所在的矢量空间的维数。这样的一组矢量的集合也被称为完备的正交归一
基矢，其中的矢量的两两之间的内积满足

⟨β | α⟩ = δα,β. (3.17)

其中的 δα,β 是Kronecker δ 记号，

δα,β =

1 if α = β

0 otherwise
. (3.18)

我们从这里开始。

定理 3.2 给定一组完备的正交归一基矢的 {|α⟩}，矢量空间中的任意矢量 |u⟩
可以按照如下方式展开，

|u⟩ =
∑
α

uα |α⟩ , (3.19)

而且，

uα = ⟨α| u⟩ . (3.20)

证明非常简单，第一部分，|u⟩ 是这个 N 维空间中的一个矢量，{|α⟩} 是
相互正交的，也就是线性无关的 N 个矢量，于是必然这个 N + 1 个矢量不
可能线性无关。所以有了第一个表达式。然后，我们把这个表达式的两边与
矢量 |β⟩ 做内积，于是

⟨β | u⟩ = ⟨β|
∑
α

uα |α⟩ =
∑
α

uα ⟨β | α⟩ =
∑
α

uαδα,β = uβ. (3.21)

有了这个定理，我们来看一下，左矢量的作用。左矢量 ⟨α| 的第一个作用是
把一个矢量 |u⟩ 对应的在 |α⟩ 上的分量 uα 取出来。它把一个矢量映射成为
一个数。特别地，当我们的 |u⟩ = |α⟩ 的时候，得到的数是 1。从这个意义上
说，左矢量 ⟨α| 就好像是右矢量 |α⟩ 的一个镜像。左矢量的这两条性质：从
矢量空间到数的映射，右矢量的镜像，是非常重要的性质。以后，我们经常
会利用这两条性质来理解其它的数学对象。
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现在，我们就用这个理解来看看矩阵到底是什么。考虑一个有两个正交
归一基矢这样构成的对象 Mαβ = |α⟩ ⟨β|。我们来看看 Mαβ 作用到任意一个
矢量上得到什么。

Mαβ |u⟩ = |α⟩ ⟨β|
∑

j

u j | j⟩ = uβ |α⟩ . (3.22)

这个结果的含义是 Mαβ 把一个矢量 |u⟩ 的 β 分量 uβ 单独拿出来，然后把这
个分量转动了一个方向作为 α 方向上的分量。也就是说，Mαβ 是一个把右
矢量变成另一个右矢量的映射，而且这个映射看起来像是转动，或者更严格
一点说，转动的一部分。这样的一个把右矢量变成另一个右矢量的映射，叫
做算符。

接着，我们来看一下这样一个算符是什么：Â =
∑
α,β Aαβ |α⟩ ⟨β|。其中

Aαβ 是实数。这个对象就是相当于一堆 |α⟩ ⟨β| 的线性组合，也就是把好多个
|α⟩ ⟨β| 加起来。自然，它还是一个把右矢量变成另一个右矢量的映射，而且
是“转动”。

Â |u⟩ =
∑
α,β

Aαβ |α⟩ ⟨β|
∑

j

u j | j⟩ =
∑
α,β

Aαβuβ |α⟩ , (3.23)

也就是说， (
Âu

)
α
=

∑
β

Aαβuβ. (3.24)

这个正好就是矩阵与矢量的乘法的定义，如果记 v = Au，则 vα =
∑
β Aαβuβ。

从这里，我们看到，所谓矩阵就是这个算符 Â 的在完备正交归一基矢集合
{|α⟩} 下展开的系数。于是，我们把 |α⟩ ⟨β| 看作算符，然后把 Aαβ 看作这些
算符相互叠加起来的系数，记作

Â =
∑
α,β

Aαβ |α⟩ ⟨β| . (3.25)

就好像我们不再把 [x, y, z]T 看作矢量，而是看做矢量 |r⟩ 在某套基矢下的分
量一样，我们不再把矩阵 (Ai j)N×N 看作一个矩阵算符，而是看作算符 Â 在
某套基矢下的分量形式。特别地，我们来看一看单位矩阵，或者说不变算符
Î 的展开形式， (

Îu
)
α
= uα =⇒ Iαβ = δαβ, (3.26)
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于是

Î =
∑
α,β

δαβ |α⟩ ⟨β| =
∑
α

|α⟩ ⟨α| . (3.27)

最后这个表达式非常重要，有一个专门的名字，叫做完全性关系。
把抽象的矢量和矩阵算符与排成一列的数字和排成一个方块的数字之

间的区别开来，是我们这一节最重要的目标。我们是通过运用 Dirac 符号和
左矢量来达到这个目的的。没有 Dirac 符号和左矢量的帮助，我们很难说清
楚两者之间的区别和联系。同时，我们学习了谱展开的一些关键概念：对称
矩阵的不同本征值对应的本征向量相互正交，通过对于简并本征值的特殊
处理之后可以构成完备的正交归一基矢。利用这组基矢以及这组基矢的完
全性关系，我们可以得到各个抽象矢量和抽象算符在这组基矢下的分量形
式。在得到分量形式之后，以前在线性代数课程中学到过的所有的运算都是
正确的有效的。也就是说，在这个意义——线性代数的矢量和矩阵是抽象矢
量和算符在某一套给定的基矢下的分量形式——上，认为列矢量是矢量，一
个方块的数字是矩阵，没有问题。
没有抽象矢量记号之前，矢量的定义是从坐标变换下的分量的变换形

式定义的，说坐标变换下分量不变叫做标量，分量如何变化的叫作矢量，如
何如何变化的叫做张量。这当然，也是正确的定义。但是，就好像你识别出
一个朋友的脸，你肯定不是通过他/她的脸如何变化来识别的，而是通过某
些内在特征来识别的。有了这个记号，我们终于可以说：矢量在坐标变换下
是不变的，标量和张量在坐标变换下也是不变的，改变的仅仅是分量形式。
这个抽象矢量记号对于我们后面的内容非常重要，所有的矢量将来都会写
成这个抽象形式。只有这样，我们认为，才能够形成足够深刻的认识：矢量
不是数，数仅仅是矢量在某坐标系下的分量形式。
因此，这个部分的学习目的不是学到新的计算，而是学到新的理解。这

个不是很容易。请试着不依赖于任何一套基矢给我一个矢量。如果你觉得左
矢量不太好直观想象举例子，那么，右矢量其实同样不太好直观想象举例
子，矩阵也是一样的。

3.3 复数域上的抽象矢量与抽象矩阵算符

前面，我们讨论了实数域上的矢量和矩阵的加法、乘法、数乘、点积、
转置、本征值和本征向量、抽象形式与分量形式的关系，现在我们来平行地
讨论复数域上的矢量和矩阵的加法、乘法、数乘、点积、转置、本征值和本
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征向量、抽象形式与分量形式的关系。同样地，我们先学会计算，这个简单
的任务，然后来讨论对于这些计算的理解。

3.3.1 复数域上的矩阵和矢量运算

加法、乘法、数乘的定义完全一样。我们仅给出不一样的点积的定义。
这个时候通常称为内积。两个复数域上的列矢量，这个时候是分量形式的，
u 和 v 的内积定义为

(ν, µ) = ν†µ =
∑

j

ν∗jµ j, (3.28)

其中 ν† 称为 ν 的 Hermitian 共轭。其一般的定义是，(
A†

)
i j
= A∗ji. (3.29)

这个操作与实数域上的转置操作略有区别，可以写做，

A† = (A∗)T
, (3.30)

相当于先做元素的复共轭再做矩阵转置。这些都是分量形式的定义。我们
只能够在给定基矢集合以后做这样的运算。下面，我们讨论抽象的定义。当
然，我们的做法还是建立分量形式和抽象形式之间的联系，而不是真正的直
接讲授抽象矢量。后者，对于学习更复杂的对象是有必要的，但是我们仅仅
关系二能级体系上的量子力学，懂得抽象矢量的存在及其与分量形式的联
系就够了。

3.3.2 复数域上的左矢量的分量形式的定义

在实数域上，左矢量的分量形式很好定义，就是把右矢量的分量形式
——那个列向量，横过来变成行向量就行了。现在，复数域上的矢量内积的
定义比实数域上的定义多了一个共轭操作，于是右矢量和左矢量的关系稍
微的复杂了一点点，但是左矢量是从右矢量到数的映射，左矢量是右矢量的
一个镜像，这个是不变的。我们希望保持下面这个表达式，

(ν, µ) ≜ ⟨ν| µ⟩ (3.31)

满足内积的性质，例如可以用内积来定义距离，于是2

⟨ν| ν⟩ ≥ 0. (3.32)
2内积其实还有其他要求，见例如 [28]。
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我们还希望保持

Î =
∑
α

|α⟩ ⟨α| . (3.33)

其中 {|α⟩} 是某一套完备正交归一的基矢。如果这样的一套基矢还能够与某
个算符的本征矢量相互联系起来，就更好了。这些就是我们的目标，然后我
们来看看，我们的左矢量应该如何定义。

我们定义其分量形式为，把同样基矢下的右矢量所对应的分量形式的
列向量，横过来，然后给每一个元素做一下复共轭，也就是如果

|ν⟩ ⇒ [ν1, ν2, · · · ]T , (3.34)

则

⟨ν| ⇒ [ν∗1, ν
∗
2, · · · ] . (3.35)

这个定义有一个后果，

|aν⟩ = a |ν⟩ , (3.36)

则

⟨aν| = a∗ ⟨ν| . (3.37)

这里，a 是一个复数。这一点和实数域上的情况略有不同，那里 ⟨aν| = a ⟨ν|，
因为 a∗ = a。也就是说，在实数域上左矢量和右矢量形式上完全相同就是一
个是行矢量一个是列矢量，但是在复数域上，其数字的值也不一样。为什么
会这样定义呢？

我们试着用这个行向量（左矢量）[ν∗1, ν
∗
2, · · · ]跟列矢量（右矢量）[ν1, ν2, · · · ]

T

做一个相乘，我们就发现，刚好我们得到了公式 (3.32)中定义的结果（ν∗1ν1 ≥
0，但是 ν1ν1 没有这个性质），也就是说，公式 (3.31) 得到了满足。所以，复
数域上的内积的定义，以及保持分量形式的行列矢量相乘的运算与内积一
致的要求，使得我们选择了这个左矢量的定义。

这个行矢量和列矢量之间的关系，就好像实数域上的转置，在复数域上
被称为复共轭，或者 Hermitian 共轭，记为

(|ν⟩)† = ⟨ν| . (3.38)

正如转置可以定义在矩阵上，Hermitian 共轭也可以定义到矩阵上，分量形
式的定义就是公式 (3.29)。
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3.3.3 复数域上抽象算符的谱展开

现在，我们回过头来讨论复数域上的抽象左右矢量和算符。让我们假设
抽象矢量的定义和它的 Hermitian 共轭的定义是明确的。实际上，我们是
通过分量形式的定义公式 (3.34) 和公式 (3.35) 来理解抽象左右矢量的。我
们说过，这个是不完整的，有必要的话，可以通过直接定义抽象的矢量来弥
补。例如，矢量之所以成为矢量是可以对矢量做加法、数乘、旋转、拉伸。
不过，我们的处理方式是让这些抽象定义在更高层次的量子力学和代数中
学习。所以，在这里我们接受通过分量形式辗转定义的左矢量，而且我们不
回答右矢量是什么的问题。反正给定一个右矢量，我们在某一套完备正交归
一的基矢下面写下分量形式，然后写下这个分量形式的 Hermitian 共轭，这
个共轭的结果就是这一套基矢下面这个右矢量对应的左矢量。换句话说，给
定一套基矢

{∣∣∣α j

⟩}
，先别管这套基矢哪里来的，如果我们的右矢量是

|µ⟩ =
∑

j

µ j

∣∣∣α j

⟩
, (3.39)

那么我们的相应的左矢量就是

⟨µ| =
∑

j

µ∗j
⟨
α j

∣∣∣ . (3.40)

然后，我们来讨论形如 |α⟩ ⟨β| 的对象是什么。很容易验证，就像在实数
域上的情况一样，|α⟩ ⟨β|把一个右矢量变成另一个右矢量，所以是一个算符。
而且，是一个线性算符。一个一般的线性算符 L 的含义是，当作用在对象
aµ+ bν 上，我们有

L (aµ+ bν) = aL (µ) + bL (ν) . (3.41)

其中 a, b 是数，µ, ν 是对象。可以验证 |α⟩ ⟨β| 满足这个线性性的要求。于是，
一个一般的作用在所有右矢上的线性算符必然是

Â =
∑
αβ

Aαβ |α⟩ ⟨β| . (3.42)

这个结论与实数域上的矢量的相应结论一模一样。现在，我们来看这个算符
的 Hermitian共轭的问题。我们把算符 Â的每一个部分都做一个 Hermitian
共轭，

Â† =
∑
αβ

A∗αβ |β⟩ ⟨α| =
∑
αβ

A∗βα |α⟩ ⟨β| . (3.43)
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其中，我们用到了左（右）矢量的 Hermtian 共轭是右（左）矢量。于是，

Â† = Â⇐⇒ A∗αβ = Aβα. (3.44)

我们把满足这个性质的算符称为 Hermitian 算符。
有了 Hermitian 算符，我们来考察这样的算符的本征值和本征向量。这

个定理是本小节最重要的结果。

定理 3.3 Hermitian 算符本征向量正交性：Hermitian 算符 Â 的所有的本征
值（满足 A

∣∣∣α j

⟩
= α j

∣∣∣α j

⟩
）为实数 α j ∈ R，且不同本征值对应的本征向量相

互正交：
⟨
αi | α j

⟩
= 0，其中 αi , α j。

大致证明如下：先证明本征值为实数，

α j

⟨
α j

∣∣∣ α j

⟩
=

⟨
α j

∣∣∣ A
∣∣∣α j

⟩
=

(⟨
α j

∣∣∣ A
∣∣∣α j

⟩∗)∗
=

⟨
α j

∣∣∣ A†
∣∣∣α j

⟩∗
=

⟨
α j

∣∣∣ A
∣∣∣α j

⟩∗
= α∗j

⟨
α j

∣∣∣ α j

⟩
=⇒

(
α j − α∗j

) ⟨
α j | α j

⟩
= 0

=⇒ α j = α∗j . (3.45)

假设 αi , α j，

α j

⟨
αi | α j

⟩
=

⟨
αi |A|α j

⟩
=

(⟨
αi |A|α j

⟩∗)∗
=

⟨
α j

∣∣∣A†∣∣∣αi

⟩∗
=

⟨
α j |A|αi

⟩∗
= α∗i

⟨
α j | αi

⟩∗
= αi

⟨
αi | α j

⟩
=⇒ (αi − α j)

⟨
αi | α j

⟩
= 0

=⇒
⟨
αi | α j

⟩
= 0. ■ (3.46)

与实数域上的情形类似，如果算符 Â 的本征值都不相同，那么只要我
们把每一个本征矢量各自归一化，我们就从 Hermitian 算符 Â 的本征矢量
得到了空间 V 的正交归一基矢，于是我们有完全性展开关系，

I =
∑

j

∣∣∣α j

⟩ ⟨
α j

∣∣∣ . (3.47)

存在相同本征值对应不同本征向量，这个称为简并本征值，的问题技术上更
复杂（需要在相同本征值对应的本征向量的子空间内正交化矢量），结论是
一样的，在此我们不讨论。
在以上的证明过程中，我们也用了分量形式的 Hermitian 共轭的关系⟨

αi |A|α j

⟩∗
=

⟨
α j

∣∣∣A†∣∣∣αi

⟩
。这个表达式的用法也和实数域上的情形一致：尽管
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原则上我们可以通过抽象矩阵和抽象矢量来代替这个基于分量形式的表达
式，但是，在这里我们就直接用了分量形式的结论。
总结，复数域上的抽象矢量和抽象矩阵，与实数域上的基本一致，除了

在左矢量的定义上，我们需要把右矢量做一个转置以后在给每一个元素做
一个复共轭，而不仅仅是转置。其他方面，完全是对应的。
另外，完全性关系的价值可能我们还没有看到。这一小节的最后，我们

展示一下。可以想见 Aαβ 的意义就是抽象算符 Â 在 {|α⟩} 这一套基矢下的分
量形式，但是，由于我们的算符的定义直接就是由 Aαβ 通过公式 (3.42) 给
出的，这个倒过来如何从 Â 得到 Aαβ 的问题不容易看见，现在，我们说，实
际上，

Aαβ = ⟨α |A| β⟩ , (3.48)

怎么看出来？让我们做以下计算，

A = IAI =
∑
α

|α⟩ ⟨α| A
∑
β

|β⟩ ⟨β|

=
∑
αβ

(⟨α| A |β⟩) |α⟩ ⟨β| , (3.49)

于是 Aαβ 自然就是 ⟨α |A| β⟩。

3.3.4 抽象算符的函数与算符的代数

有了抽象算符的谱展开，我们就可以通过数的函数来定义抽象算符的
函数。例如我们知道算符 A，就可以知道算符 A2，

A2 = AA
∑
α

|α⟩ ⟨α| = A
∑
α

α |α⟩ ⟨α| =
∑
α

α2 |α⟩ ⟨α| . (3.50)

于是，A2 =
∑
α α

2 |α⟩ ⟨α|。更一般地，An =
∑
α α

n |α⟩ ⟨α|。那么一般的算符 A

的多项式 f (A) =
∑
α f (α) |α⟩ ⟨α|，例如

eλA =
∑
α

eλα |α⟩ ⟨α| . (3.51)

另外，算符的加减乘除等运算跟通常的数的运算有所不同。例如对于
数 ea+b = eaeb 但是，对于算符通常 eA+B , eAeB。其根本原因是一般来说
AB , BA。同样的，一般来说 eABe−A , B。对这些有兴趣的同学可以进一步
通过学习高等量子力学的书籍 [28] 来进一步了解。这里我们给出一个很有
意思的关于 eABe−A 的讨论。



3.4 共同本征向量, 表象理论与线性变换 95

例 3.1 (Baker–Campbell–Hausdorff 公式的一个变体) ：讨论算符 eABe−A ,

B 的显式形式，也就是去掉指数算符以后的形式。
定义算符

f (A, B, λ) = eλABe−λA. (3.52)

已知 f (A, B, λ = 0) = B。现在，我们来计算算符 f (A, B, λ)的几个关于 λ的
导数。思路是这样的：反正 f (A, B, λ) = B 是 λ 的函数，于是无论如何，

f (A, B, λ) =
∞∑

n=0

Cnλ
n. (3.53)

当然，我们还必须证明为什么不考虑 λ−n 之类的项。这里暂时不管这个问
题。如果上式成立，那么，我们就可以想办法通过计算 ∂n f (A,B,λ)

∂λn

∣∣∣∣
λ=0
来得到

所有的 Cn。现在，我们来试试前面几阶。

∂

∂λ
f (A, B, λ) = AeλABe−λA − eλABe−λAA = eλA [A, B] e−λA = f (A, [A, B] , λ) .

(3.54)
于是，

C0 = f (A, B, λ = 0) = B. (3.55)

接着，

C1 =
∂ f (A, B, λ)

∂λ

∣∣∣∣∣∣
λ=0

= f (A, [A, B] , λ = 0) = [A, B] . (3.56)

类似地

C2 =
1

2!

∂2 f (A, B, λ)
∂2λ

∣∣∣∣∣∣
λ=0

=
1

2!
f (A, [A, [A, B]] , λ = 0) =

1

2!
[A, [A, B]] . (3.57)

同理我们可以得到各阶的系数。于是计算 f (A, B, λ = 1) 我们得到

eABe−A = B +
1

1!
[A, B] +

1

2!
[A, [A, B]] +

1

3!
[A, [A, [A, B]]] + · · · . (3.58)

通过引入 λ 再让 λ = 0 以及 λ = 1 来求得算符是一个很巧妙的技巧。通过
这个例子，我们也看见了算符和数之间的区别造成的后果。

3.4 共同本征向量, 表象理论与线性变换

如果我们有两个不同的 Hermitian 算符 Â, B̂，我们问这个时候它们对
应的正交归一基矢是否相同？
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定理 3.4 Hermitian 算符 Â, B̂ 存在共同本征向量如果 Â, B̂ 对易：
[
Â, B̂

]
=

ÂB̂ − B̂Â = 0。
同样我们假设本征值没有简并的条件下来讨论。取 Â 的本征向量 |α⟩，

Â
(
B̂ |α⟩

)
= ÂB̂ |α⟩ = B̂Â |α⟩ = α

(
B̂ |α⟩

)
=⇒ B̂ |α⟩ = bα |α⟩ . (3.59)

于是 |α⟩ 也是算符 B̂ 的本征向量。证毕 ■

反过来，很简单就是可说明，如果两个算符 Â, B̂ 的所有的本征向量都完全
一样，则这两个算符必然对易。直观地说，在这个共同本征态所形成的基矢
下，这两个算符都只有对角矩阵元，例如

Â =
∑
α

Â |α⟩ ⟨α| =
∑
α

α |α⟩ ⟨α| , (3.60)

完全对角，而对角的矩阵永远是相互对易的。
通过这个定理，我们看见，如果我们需要讨论的算符不是所有的都相互

对易，那么我们就可以选择不同的 Hermitian 算符所代表的本征矢量来作
为基矢。这样，我们就有很多种基矢的选择。于是，一个算符或者一个向量，
它们在不同的基矢下就有不同的表现形式。这些不同的表现形式之间有什
么样的关系呢？
我们称某一个相容算符的集合 X——这个集合可以包含多个算符，这

些算符两两对易——所对应的共同本征向量为一个 X 表象。这些共同本征
向量可以作为表达其他所有矢量和矩阵的基矢。一个矢量和矩阵在这一套
基矢下的分量形式就称为这个矢量或者矩阵的 X 表象下的形式。现在，一
个自然的问题就是，如果我们有两个相容算符的集合 X 和 Y，但是 X 和 Y

之间不相容，那么这个矢量或者矩阵在两个表象下的形式有什么区别和联
系。这个问题就是矢量和矩阵的线性变换的问题。这就好像是一个人不管哪
一天出现，总是会有一个外在的形象，尽管这个外在的形象可能每次都不一
样，那么我们自然会关心这些外在的形象之间有什么关系。表象就是把一个
抽象的矢量或者矩阵呈现在某一套基矢下面，就是把抽象的人的具体的外
在形象呈现出来。

3.4.1 表象之间的变换

为了简单性，我们这里假设 X（X′）表象只有一个算符 X̂（X̂′），记本
征矢量为 |x⟩（|x′⟩）。现在我们来考察这两个表象之间的联系。一个矢量 |µ⟩
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可以在表象 X 中也可以在表象 X′ 中表达，分别是

|µ⟩ =
∑

x

µx |x⟩ (3.61)

和

|µ⟩ =
∑

x′
µ′x′ |x′⟩ . (3.62)

于是两者之间可以通过以下方式相联系，

µ′x′ = ⟨x′ |µ⟩ =
∑

x

µx ⟨x′ |x⟩ . (3.63)

记 S x′x = ⟨x′ |x⟩，于是

µ′x′ =
∑

x

S x′xµx. (3.64)

在这里，S xx′ = ⟨x |x′⟩ 的集合其实仅仅是一个集合，S 不是一个把一个矢量
映射成为另一个矢量的矩阵或者算符。强行按照矩阵运算的规则，上式可以
记作，

µ′ = Sµ. (3.65)

这样，看起来好像两个表象之间的分量存在一个相似变换。当然，我们还需
要证明这个形式上的矩阵 S 满足 S †S = I。这个证明非常简单，留给大家做
作业。

我们再来讨论一下矩阵的不同表象的联系。对于一个算符 Â，我们有

Â =
∑

xy

|x⟩ ⟨x| Â |y⟩ ⟨y| =
∑
x′y′
|x′⟩ ⟨x′| Â |y′⟩ ⟨y′| , (3.66)

于是

Ax′y′ =
∑

xy

⟨x′ |x⟩ ⟨x| Â |y⟩ ⟨y| y′⟩ =⇒ A′ = S AS †. (3.67)

我们发现，联系着两个表象之间的是一个相性变换矩阵

S = (⟨x′ |x⟩)N×N . (3.68)

到这里，S 还是一个矩阵，不是一个算符，也就是排成一个方块的遵循矩阵
运算规则的数字，而不是一个把矢量映射成为矢量的算符。
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3.4.2 举例

下面我们举例来熟悉表象和线性变换，而且要把表象变换和你所熟悉
的线性代数中的线性变换联系起来。

例 3.2 (二维 σx, σy, σz 在不同表象下的形式和抽象形式) ：通常这三个算符

分别写作 σx =

 0 1

1 0

 , σy =

 0 −i

i 0

 , σz =

 1 0

0 −1

。请问这个是在什
么表象下写出来的。计算三个算符在 σx 表象下的形式，讨论这个表象下的
形式与通常表象下的形式之间的变换。

我们发现 σz 矩阵在这个表象下的本征矢量就是 |↑z⟩ = [1, 0]
T，|↓z⟩ =

[0, 1]
T。正好就是这个空间的基矢。所以，这套算符是在 σz 表象下写出来

的。现在，我们来转到 σx 表象。我们需要先求出来 σx 的本征向量，有

|↑x⟩ =
√
2
2
[1, 1]

T，|↓x⟩ =
√
2
2
[1,−1]T。下一步我们需要把 σz 表象的基矢转化

成 σx 表象的基矢，

|↑z⟩ =
√
2

2
(|↑x⟩+ |↓x⟩) ,

|↓z⟩ =
√
2

2
(|↑x⟩ − |↓x⟩) .

于是，

σy = −i |↑z⟩ ⟨↓z|+ i |↓z⟩ ⟨↑z| = i |↑x⟩ ⟨↓x| − i |↓x⟩ ⟨↑x| .

如果写成矩阵就是，

σy =

 0 i

−i 0

 .
我们还可以写下来表象变换的矩阵形式。

通过这个例子，我们看到同样的算符在不同的表象下可以写成不同的矩阵
的形式。

例 3.3 (一元偏微分方程的二维子空间) ：求解微分方程 ∂2

∂t2ψ (x, t)−∇2ψ (x, t) =

0，边界条件 ψ (0, t) = 0 = ψ (1, t)，初始条件 ψ (x, 0) = 0.3 sin (πx) +

0.5 sin (2πx)。

首先我们注意到这是一个线性方程，于是任意两个解的线性叠加，仍然
是这个方程的解。因此，这个方程的解构成一个线性空间。至于这个空间的
维数和基矢我们需要通过下面的计算来搞清楚。对方程做分离变量，假设
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ψ (x, t) = X (x)T (t)（也可以做 Fourier 变换来求解），于是

X (x)
X′′ (x)

=
T ′′ (t)
T (t)

.

左边是 x 的函数，右边是 t 的函数，两边相等的唯一可能就是不是依赖于
(x, t) 的常数。于是方程变成如下两个，

X′′ (x) = λX (x) ,

T ′′ (t) = λT (t) .

这两个方程的解都是 e指数的形式（ekx或者 eikx，或者等价的 sin (kx), cos (kx)

或者 sinh (kx), cosh (kx)）。考虑到边界条件，我们采用 sin (kx) 的形式，并
且 k = nπ。在时间侧的方程上，习惯上用 e−iωt。于是

ψ (x, t) =
∑

n

an sin (nπx)e−inπt.

根据初始条件，我们得到

ψ (x, t) = 0.3 sin (πx)e−iπt + 0.5 sin (2πx)e−i2πt.

例 3.4 (Fourier 级数的矢量空间解释) ：结合上面的例子，思考一个函数的
Fourier 级数的形式到底做了什么？进一步思考，通常的函数形式是在写在
什么表象下的？那 Fourier 变换呢？
在上面的计算中，我们先找到满足边界条件的一组解，sin (nπx)e−inπt，

然后把一般解写成这组解的组合的形式，最后通过和初始条件对比来确定
组合的系数。因此，实际上，这里先做了一个基矢分解，然后留下系数待确
定。更一般地来说，Fourier 级数就是把正弦和余弦函数当作函数空间的基
矢量，Fourier 变换就是把 e±ikx 当作函数空间的基矢量，来求得函数在这个
基矢空间的表象形式。那么，当我们写下来一个一般的 f (x) 的时候，把什
么当作基矢呢？提示一下，试试这样来看一个函数，

f̂ =

∫ ∞

−∞
dx f (x) |x⟩ ⟨x| .

3.4.3 相似变换作为算符 ∗

本节为选读部分。
现在，我们以 S 矩阵为基础来定义一个把矢量映射成为矢量的算符。为

了和上一节区别开来，我们用新的符号来表示基矢：X 表象的记作
∣∣∣e j

⟩
，X′
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表象的记作
∣∣∣e′j⟩。现在，我们来定义一个新的矢量，

|µ′⟩ =
∑

j

∣∣∣e j

⟩ ⟨
e′j

∣∣∣ · |µ⟩ . (3.69)

注意，这个我们已经默认建立了一个在
∣∣∣e j

⟩
和

∣∣∣e′j⟩ 之间的顺序对应关系：
把 X 表象的第 j 个基矢与 X′ 表象的第 j 个基矢相互联系起来。这个时候∑

j

∣∣∣e j

⟩ ⟨
e′j

∣∣∣ 就真的是一个算符了。现在，我们来看一下这个算符与前面的 S

矩阵联系。
我们来看一下，这个新的矢量 |µ′⟩ 在 X 表象下的分量形式，

⟨ek| · |µ′⟩ =
∑

j

δ jk

⟨
e′j

∣∣∣ · |µ⟩ = ⟨
e′k

∣∣∣ · |µ⟩ . (3.70)

新矢量在旧表象下的分量形式等于旧矢量在新表象下的分量形式。进一步，
右侧等于

⟨ek |µ′⟩ =
⟨
e′k |µ⟩ =

∑
l

⟨
e′k |el⟩ ⟨el| µ⟩ =

∑
l

S kl ⟨el| µ⟩ . (3.71)

于是

|µ′⟩ =
∑

kl

S kl |ek⟩ ⟨el| µ⟩ . (3.72)

定义

Ŝ =
∑

kl

S kl |ek⟩ ⟨el| , (3.73)

我们得到

|µ′⟩ = Ŝ |µ⟩ . (3.74)

这个时候，Ŝ 真正的成了一个算符。进一步，我们可以把 Ŝ 写作，

Ŝ =
∑

kl

⟨
e′k

∣∣∣ el⟩ |ek⟩ ⟨el| =
∑

k

|ek⟩
⟨
e′k

∣∣∣ � (3.75)

正好就是我们前面定义的把旧矢量 |µ⟩ 变成新矢量 |µ′⟩ 的映射。于是，我们
发现，相似变换也可以看作是一个算符。只不过，再看做这个算符的过程中，
我们需要把旧矢量在新坐标系下的分量形式，看成是一个新矢量的变换之
前的坐标系下的分量形式。这个视角的转变，说起来有点拗口，实际上，是
我们以前做坐标变换的时候经常使用的一个角度：把变换以后的矢量看作
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是一个新的矢量，而不是原来的矢量在新的坐标下的形式。这两种视角其实
是相通的。当然，从抽象矢量的角度来说，我们更加喜欢把矢量看成不变的
东西，把不同的数字看作是同一个矢量在不同坐标系下的分量。
需要指出的是，没有 Dirac 抽象矢量记号，我们几乎就不可能说明白，

认识清楚这些问题。把抽象的矢量和具体的分量形式分开来，这个是说清楚
这些问题的最重要的一步。

3.5 作业

习题 3.1 本课程到现在为止主要讲了那些内容，它们之间有什么关系，用概
念地图来表达，看不见几个模块之间的联系的话，可以分成好几片。

习题 3.2 从 σz 表象下的 Pauli 矩阵开始，求 3 个二维 Pauli 矩阵的本征值
本征向量，并在 σx 表象——也就是用 σx 的本征矢量当作基矢——中表达
三个 Pauli 矩阵。

习题 3.3 在 σy 表象中表达三个 Pauli 矩阵。

习题 3.4 记 σx, σy, σz 分别为 σ1, σ2, σ3。定义 ϵi jk 为一个顺序和乱序记号
（它有自己的名字叫做 Levi-Civita 记号）：当 i jk = 123, 231, 312 的时候它等
于 1，当 i jk = 132, 213, 321 的时候它等于 −1。在 σz 和 σy 两个表象中，证
明 σiσ j = δi jI + iϵi jkσk。其中 δi j 就是Kronecker δ 记号，i, j 相等的时候等
于 1，否则等于 0。无论在哪个表象中，这三个算符之间的这个关系都成立
是一个很重要的事实。

习题 3.5 从某个表象下这个关系成立开始，运用表象变换证明 σiσ j = δi jI+

iϵi jkσk 在无论在哪个表象中都成立。（选做）

习题 3.6 定义 σr = ⃗̂σ · r̂，其中 r̂ 是三维空间方向矢量，⃗̂σ = [σx, σy, σz]
T 就

是把 Pauli 矩阵看作一个三维空间矢量。在 σr 表象中表达三个 Pauli 矩阵。

习题 3.7 计算 3 个二维 Pauli 矩阵的对易关系，计算 σz, σx + iσy, σx − iσy

之间的对易关系。可以在某个表象下计算，也可以用前面证明的任意表象下
都成立的一般关系 σiσ j = δi jI + iϵi jkσk。我鼓励你两种方式都做一下。

习题 3.8 定义 σr = ⃗̂σ · r̂。σr1 和 σr2 是对应着两个方向 r̂1 和 r̂2 的算符。
计算 σr1σr2。可以在某个表象下计算也可以运用前面证明的任意表象下都
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成立的一般关系 σiσ j = δi jI + iϵi jkσk。为了计算简单，两个方向矢量都可
以取 ϕ1 = 0 = ϕ2。看一看计算得到的算符是否还是某一个自旋算符 σr0。
接着计算这个算符在 σz 本的两个征态上的均值，也就是 ⟨↑z|σr1σr2 |↑z⟩ 和
⟨↓z|σr1σr2 |↓z⟩。

习题 3.9 用矩阵运算的形式，求 σz ⊗ σx、σz ⊗ I 和 I ⊗ σy 的本征值与本征
向量，其中 ⊗ 为矩阵直积（不明白的话 google 之，wikipedia 之）。明确写
出你写下来的矩阵的基矢是什么。注意任意一个矩阵都是抽象算符在某一
套基矢下的分量形式。注意不同的基矢下计算的复杂程度不一样。

习题 3.10 用抽象矢量记号，也就是 Dirac 符号的形式，求 σz ⊗ σx、σz ⊗ I

和 I ⊗ σy 的本征值与本征向量。

习题 3.11 尝试用矩阵运算和抽象矢量记号，求 σx ⊗ σx + σy ⊗ σy + σz ⊗ σz

的本征值与本征向量。如果用矩阵运算，注意你所用的基矢。

习题 3.12 计算 eisxθ，eisyθ 和 eiszθ，其中 s j =
1
2
σ j。提示：考虑 Euler 公式，

考虑正弦余弦函数的多项式展开。

习题 3.13 计算 eisrθ，其中 sr =
1
2
σr。

习题 3.14 独立地（不看书，或者看完书以后）用 Dirac 符号证明复对称矩
阵（Hermitian Matrices）不同本征值对应着的本征向量相互正交。

习题 3.15 用 Dirac 符号、本征向量、本征值表示矩阵的迹。

习题 3.16 有 Hermitian 算符 A 和 B，请证明 tr (AB) = tr (BA) =
∑
α αBα，

其中 α 是 A 的本征值，Bα = ⟨α| B |α⟩。

3.6 本章小结

在这一章里面，我们通过区分左右矢量定义了抽象的矢量和矩阵，然后
利用表象——某个相容算符集合的所有相互正交的本征矢量——把抽象矢
量与分量形式联系了起来。两个表象之间的联系本身不是一个自然定义的
算符，但是，通过左右矢量，我们仍然可以把这个表象之间的变换看作是
算符。从计算上来说，这一章唯一的新的东西是复数域上的列矢量转置成
行矢量的时候，需要加一个复共轭。只有这个复共轭和转置的联合起来的
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Hermitian 共轭操作能够保持复数域上矢量的内积。从概念上来说，矢量和
算符是不依赖于分量形式的存在，它们可以在不同的表象下表现为不同的
分量形式。
本章一开始所讨论的数学与科学的关系，数学与物理学的关系，以及如

何学习数学，需要你好好体会。这个体会有助于创造性地运用数学和创造
数学。数学是对结构的描述，是我们进行思考的语言。所谓科学，就是一个
“管用”的现实世界的心智模型，而心智模型中最主要的就是数学模型。在
这里，管用，就是指，能够用来理解和解释现实世界。
我们已经提到本书的习题少而精，一定要做。这里再强调一遍，本章的

习题不仅要尝试着做，一定要都会做（除了标明选做的题目）。这一点非常
非常重要。Dirac 符号、谱展开这些在将来的学习中非常非常的重要。
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第四章 离散状态的概率论

我们不讨论这个世界到底是决定性的还是随机的，我们把确定性的事
件也看成随机事件的一个特例，服从 δ 分布的一个特例。所谓 δ 分布，以
后会介绍，就是在给定时刻这个“随机”变量仅有一个可能取值。在这个视
角下，所有的经典世界都由概率论描述。

在这一章里面，我们要解决的问题是如何描述随机事件。从古典概型，
我们已经知道随机事件可以用随机变量来描述，离散随机变量的每一个可
能取值对应着一个概率，连续随机变量可以用概率密度分布函数描述，同时
离散和连续随机变量都可以用累积概率分布函数来描述。这些还不够，我们
要讨论一下随机事件的定义，经典概率论最核心的性质是什么（将来我们会
看到这个核心是概率叠加原理：互斥事件的加法），然后利用上一章学到的
矩阵和 Dirac 符号来介绍一种新的描述概率的方法——密度矩阵。接着，我
们讨论一下离散时间的随机过程——这部分推荐给学有余力的读者。

最后，我们会简短地讨论一下随机变量的测量。这是一个基本上所有
的教材都不讨论的问题。我们认为其实关于这个问题的认识非常重要。例
如，我们考虑这样一个事件：扔出色子并且色子的某一面——例如 6 这一
面——向上之后，观测这个正面的值，然后我们说这个时候这个随机事件的
概率分布就是 6 这一面 100%，其他取值的概率为零。那么是否意味着在观
测之前的概率分布——每一面都是 1

6
——是错误的呢？我们认为，如果认为

是错误的，则是对概率论和随机变量的测量的非常错误的理解。如果认为是
正确的，那问题来了，测量之后之后的状态不一样，中间只发生了测量：难
道测量改变了状态？

在原来的这个硬币的状态到后来的这个硬币的状态之间，存在着一个
操作：测量。测量的前后，硬币的状态确实原则上可以发生改变的。在测量
之后，确实硬币的状态是 100% 取值为 6，但是并不意味着测量之前的状态
的描述也发生了改变。大多数经典客体的状态在测量前后不发生改变。其

105
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实，这一点没有必要对于随机客体还保持。原则上，这个世界上可以存在着
真正随机的客体。然而，如果真的存在，那么我非常怀疑，一个没有深刻理
解概率论的学者，可以理解这个世界的任何部分。

这个部分的推荐阅读材料是：Kolmogorov的《概率论导引》[19]，王梓
坤的《概率论基础及其应用》[32]，何书元的《概率引论》[33]，Chung的《A
Course in Probability Theory》[34]。

4.1 古典概型概率论的 Dirac 符号形式

古典概型对于随机事件有一个基本的假设：存在着某一个基本的简单事
件的集合，其中每一个基本简单事件的概率是明确的甚至是相等的1，然后
复杂事件的概率总是可以通过分解成基本简单事件的方式来计算出来。在
这里，我们先通过几个古典概型的例子，来了解一下概率论，介绍一下古典
概型的 Dirac 符号形式。然后，我们会展示这种基于简单基本事件的概率论
存在一些问题，于是我们需要构造更加一般的概率论。

例 4.1 (对称色子的几率问题) ：计算两个六面的对称的色子出现的正面向
上的数字之和的几率。

扔一个色子的事件有 6 个可能结果 x ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}，每一面出现的可
能性都是 P (x) = 1

6
。于是，计算扔两个色子（y = x1 + x2）的所有可能性，

我们的到 y ∈ {2, · · · , 12}，注意各个数值不再是等几率的了。我们需要数一
数每种可能出现的次数。例如 2 = 1 + 1 只有一种可能，于是其几率等于

P (y = 2) = P (x1 = 1, x2 = 1) = P (x1 = 1) P (x2 = 1) =
1

36
.

再如 10 = 4 + 6 = 6 + 4 = 5 + 5，于是

P (y = 10) = P (x1 = 4, x2 = 6) + P (x1 = 6, x2 = 4) + P (x1 = 5, x2 = 5) =
3

36
.

其他的都可以类似的计算出来。

这里我们把最基本的事件找出来，确定它们的几率，然后用他们来计算复杂
的事件的几率。其中我们用到了互斥事件的概率是各个事件的概率的叠加，
也用到了独立事件的概率是各个事件概率的乘积。存在基本事件，可以找到

1尽管有一般的情况，但是很多时候古典概型从某些等概率的基本事件出发来构造更复杂的事件的概
率。
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它们的几率，然后运用概率叠加原理和独立事件原理来计算复杂事件的概
率是古典概型的特征。

例 4.2 (不太守时的约会) ：Alice 和 Bob 约会，约定三点钟见面，可是这两
个人都不太守时，耐心也不太好，会在三点钟的前后 5 分钟出现，而且出现
以后只等对方 5 分钟。问他们能够实现这个约会的几率是多少？
首先，我们确定事件的描述，Alice和 Bob到达的时间，记为 tA 和 tB。它

们的取值范围是 t ∈ [2.55, 3.05]。然后我们再来确定这样一个事件 (tA, tB) 的
几率 P (tA, tB)。我们发现这个几率对于任何的在取值范围内的取值都是一样
的（或者事先给定的形式，例如集中在刚好 3点的几率大一些），可是我们写
不出来显式表达式。一对 (tA, tB)是在所有取值空间 [2.55, 3.05]×[2 : 55, 3 : 05]

中的一个点，如图 4.1 所示。把一个点和一个正方形区间相比较，我们不会
做这样的计算。不过，换一个方式，我们问，在 (tA, tB) 附近一个小小的正
方形区域 ∆ 之内的几率是多少，我们就能够写出来了：ρ (tA, tB) ·∆。于是，
我们发现，实际上所有的信息都可以放到这个 ρ (tA, tB) 中去。这个东西被称
为概率密度函数。如果已知概率密度函数，那么任意一个点附近的任意一个
区域的几率都可以计算出来。下面，我们以 3:00 为时间原点，以分钟为单
位写下 tA, tB 的值。这里，我们考虑各个点等几率，因此 ρ (tA, tB) =

1
100
。这

里，我们用到了归一化条件，

1 =

∫
tA,tB∈[−5,5]

dtAdtBρ (tA, tB) .

接着，我们来看，Alice 和 Bob 约会成功的条件是什么。由于等待时间
是 5 分钟，所以相遇的条件是 |tA − tB| ≤ 5。

于是，他们约会成功的可能性是，

P =

∫
|tA−tB |≤5

dtAdtBρ (tA, tB) =
1

100

∫
|tA−tB |≤5

dtAdtB =
3

4
.

从概率分布函数到概率密度函数是从离散随机变量到连续随机变量的概率
的描述方式的自然的转变。同时，归一化因子的计算也是概率论问题中重要
的一步。现在，我们利用 Dirac 符号，把以上的概率分布函数形式上写成矩
阵的形式。

我们把一个对称的色子的分布函数记作，

ρ̂ =
1

6
|1⟩ ⟨1|+ 1

6
|2⟩ ⟨2|+ 1

6
|3⟩ ⟨3|+ 1

6
|4⟩ ⟨4|+ 1

6
|5⟩ ⟨5|+ 1

6
|6⟩ ⟨6| . (4.1)
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图 4.1: Alice 和 Bob 的约会可能时间和约会成功的区域（阴影部分）。
图是用免费数学软件 SageMath 做的。SageMath 的详细情况可以访
问sagemath.org的主页。

其中，出现在 Dirac 符号中的就是状态，前面的系数就是这个状态出现的几
率。更一般地，可以写做

ρ̂ =
∑

j

P ( j) | j⟩ ⟨ j| . (4.2)

在这里，暂时我们整体认读 | j⟩ ⟨ j|，表示事件 j。在其它的概率论的教材里面，
这样的一个色子的状态可以写成一个形式上的“矢量”——注意由于归一化
因子的存在这个矢量的加法和数乘不遵循一般的矢量的加法和数乘——形
如，

p =



1
6
1
6
1
6
1
6
1
6
1
6


, (4.3)

http://www.sagemath.org/
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或者一个列表

p =



1
6

if x = 1

1
6

if x = 2

1
6

if x = 3

1
6

if x = 4

1
6

if x = 5

1
6

if x = 6

. (4.4)

这三个表达方式的含义完全是一样的。我们更喜欢公式 (4.2) 中的矩阵形式
的表达式。由于这个矩阵表示的含义是一个概率分布函数，或者概率密度分
布函数，我们称这个矩阵为密度矩阵。我们采用密度矩阵的语言来描述概率
论，因为：第一，这个形式在可以原封不动地用在量子力学里面；第二，这
个形式的所有的计算的规则和矩阵是一样的。一般地来说一个密度矩阵要
满足以下条件，

⟨x |ρ| x⟩ ≥ 0, tr (ρ) = 1. (4.5)

前者表示概率或者概率密度应该大于零，后者就是归一化条件。

实际上，我们也可以写下来 Alice 的状态的密度矩阵，例如

ρA =

∫
dtA

1

10
|tA⟩ ⟨tA| . (4.6)

但是，我们所有的量子系统的讨论都面对离散变量。因此，连续变量的密度
矩阵形式就不在此讨论了。

在概率论中，我们关注的往往是某个可观测量的某种形式的平均值。因
此，除了概率分布函数，可观测量也是概率论的重要组成部分。例如，色子
的面值就是一个可观测量。除了色子的面值，我们也可以制定另一个可观测
量，例如色子的面值是偶数就是 1，是奇数就是 −1。我们记色子的面值的
可观测量为 X，记后者为 O。如果我们需要计算 O 的平均值，我们可以这
样做，

⟨O⟩ =
∑

j

O ( j) P ( j) � (4.7)

其中，对于我们的例子

O ( j) = (−1) j. (4.8)
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当然

X ( j) = j. (4.9)

现在，有了 Dirac 符号形式的分布函数，我们还需要 Dirac 符号形式的
可观测量，才能完全替代原来的概率论的符号体系。我们定义，

Ô =
∑

j

O ( j) | j⟩ ⟨ j| �� (4.10)

而且平均值的计算按照以下公式，

⟨O⟩ = tr
(
Ôρ̂

)
. (4.11)

现在，我们来验证一下是否公式 (4.11) 等价于公式 (4.7)。

⟨O⟩ = tr
(
Ôρ̂

)
= tr

∑
j

O ( j) | j⟩ ⟨ j|
∑

n

P (n) |n⟩ ⟨n|


= tr

∑
j,n

O ( j) | j⟩ δ jnP (n) ⟨n|


= tr

∑
j

O ( j) P ( j) | j⟩ ⟨ j|


=
∑

j

O ( j) P ( j) .

完全等价，如果我们假设

⟨ j| n⟩ = δ jn. (4.12)

这个基本事件之间的正交关系是我们这套 Dirac 符号体系额外需要的假设。
其含义是这两个事件不可能同时发生：一个色子不可能同时编号为 j 的面
向上又有编号为 n 的面向上。
经典离散随机变量的概率的密度矩阵形式的定义式公式 (4.2)，经典离

散随机变量的可观测量的密度矩阵形式的定义式公式 (4.10)，观测量平均
值的计算公式公式 (4.11)，以及古典概型的基本事件之间的正交关系公式
(4.12) 是我们的符号体系中的核心定义，用来替代原来的概率论的列表形式
的分布函数以及求平均的公式。这个替代除了能够显式地写下来分布函数，
而不用写一个长长的列表之外，目前看起来，没有什么好处。以后我们会看
到这样做的价值。
我们来运用 Dirac 符号形式的分布函数做一个计算，熟悉一下这套形

式。
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例 4.3 (盒子里放小球的几率) ：一个可以容纳无穷多个小球的盒子，每放入
一个小球，需要外界输入小球一份能量 ϵ，反之也成立——每提供一份 ϵ 的
能量盒子内的小球就增加一个。现在假设这个能量份数 n 是一个随机变量，
符合如下分布，

P (n) =
1

Z
e−βnϵ , (4.13)

求得其中的归一化常数 Z，以及这个盒子里面的平均粒子数。
状态空间就是盒子里面小球的数量的所有可能取值，利用 Dirac 符号

就是以下的事件集合 {|n⟩ ⟨n|}。相应的密度矩阵就是，

ρ =
∞∑

n=0

1

Z
e−βnϵ |n⟩ ⟨n| , (4.14)

正定性非常明显，我们来看看归一化。

1 = tr (ρ) =
∑

m

⟨m|
∞∑

n=0

1

Z
e−βnϵ |n⟩ ⟨n| m⟩ = 1

Z

∑
mn

e−βnϵδmn =
1

Z

∑
n

e−βnϵ .

(4.15)

于是，

Z =
∑

n

e−βnϵ =
1

1 − e−βϵ
. (4.16)

这样，我们就得到了盒子里的小球数量的状态的密度矩阵的显式表达式，

ρ =
(
1 − e−βϵ

) ∞∑
n=0

e−βnϵ |n⟩ ⟨n| . (4.17)

现在我们来解决第二个任务，盒子里面的平均粒子数。我们先写下粒子数算
符，

n̂ =
∑

n

n |n⟩ ⟨n| . (4.18)

于是，从公式 (4.11) 我们得到可观测量平均值，

⟨n⟩ = tr (n̂ρ) =
(
1 − e−βϵ

)∑
n

ne−βnϵ = −1
ϵ

∂

∂β
ln Z =

1

eβϵ − 1 . (4.19)

这一章我们的主要任务就是得到古典概型的 Dirac 符号形式。这个主要任
务我们已经完成。对于我们后面的学习来说，稍微了解一下概率空间的一般
的定义也是有好处的。下面，我们来介绍一般的概率空间的定义。
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4.2 现代概率三元体

我们先来看一看基于基本事件以及基本事件的几率来计算复杂事件的
（等）几率的古典概型有什么问题。

例 4.4 (Bertrand 圆内弦长的问题) ：单位元内任意取一条弦，其长度小于
√
3 的几率是多少？
考虑弦是这样来画的：选择圆上任意一点作为弦的一个端点，然后利用

所对应的圆周角 θ 的弧度来决定另外一个端点。这个圆周角的取值范围为
[0, 2π]。然后，当 2π

3
< θ < 4π

3
的时候，弦长大于

√
3。于是，概率为 2π

3
1
2π

= 1
3
。

另外，我们再考虑这个弦的中点，一条弦完全由这个中点确定（给定这
个中点有且只有一条弦，除了这个中点正好就是圆心）。我们发现，当且仅
当这个中点在半径为 1

2
的圆以内的时候，弦长大于

√
3。满足这个条件的中

点有
π( 1

2)
2

π
这么多，于是概率为 1

4
。

其实还有另外一种确定弦的方式，可以得到别的答案。这里就不介绍
了。这样一个问题就有了多个答案，每一个都挺有道理。那么，哪一个是
对的呢？这就有问题了。这个问题的更多讨论见 Wikipedia 的“概率论中
的 Betrand谬论”页面，https://en.wikipedia.org/wiki/Bertrand_paradox_
(probability)。

在这个例子中，我们发现存在着多种可以假设为等概率的基本简单事件的
选择，不同的选择导致同一个问题的不同的答案。于是，基于基本简单事件
的概率或者概率密度的古典概型，就有问题了。现代概率论通过下面的概率
公理化定义来解决这个问题。我们先看一下这个公理化定义是什么，然后在
做进一步的关于这个样的定义的含义和动机的讨论。

定义 4.1 概率空间：概率三元体 (Ω,F , P)，其中集合 Ω，集合元素对应简单
事件记号 ω ∈ Ω，Ω 的子集 A 构成集合 F 是 Ω 上的 σ 代数，即 F 满足

1. F 至少包含 Ω：Ω ∈ F；

2. 对集合的补集操作封闭：Ā ∈ F，∀A ∈ F；

3. 对可数个集合的并集封闭：∪∞j=1A j ∈ F，∀A j ∈ F。

从 F 到 [0, 1] 的映射 P，满足下列条件

1. 完全性：

P (Ω) = 1; (4.20)

https://en.wikipedia.org/wiki/Bertrand_paradox_(probability)
https://en.wikipedia.org/wiki/Bertrand_paradox_(probability)
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2. 可列可加性：对于可数个不相交的集合（互斥事件，Ai∩A j = ϕ，∀Ai, A j）

P (∪ jA j) =
∑

j

P (A j) . (4.21)

F 是 σ 代数的要求是为了保证对于任意两个概率有定义的集合，它们的集
合操作——交并补——都有定义。也就是说，在概率的意义上，我们从两个
集合的概率开始，我们可以讨论这两个集合对应着的事件合起来（“或”关
系，集合并运算）的事件的几率，或者是都发生（“与”关系，集合交运算）
的几率，或者是一个发生另一个不发生（“非”，集合补运算）的几率，或
者两者都不发生的几率。映射 P 保证在 [0, 1] 之间也是很好理解的，概率最
好是大于零的，而且最大最大就是 1。完全性也很好理解，所有的事件的整
体的概率显然应该是 1。定义中的所有这些都容易理解，而且相对平凡。于
是，所有的概率论的定义的核心的一条，就是为了保证“可列可加性”：对
于互斥的事件，其整体的概率等于各个互斥部分的概率之和。我们称这一条
为“概率性叠加原理”。也就是说，就是这个概率性叠加原理体现了概率论
的所有的意义。以后，我们会有更深刻的体会。对于同一个 Ω，不同的 F，
不同的 P 都会导致不同的概率的定义。实际上 Betrand 园内弦长的问题就
是定义了不同的 P——从复合事件到简单事件的拆分有多种。
古典概型的定义是基于基本简单事件以及基本简单事件的（等）几率来

定义复合事件的几率的。其中概率叠加原理和独立事件原理非常重要。相当
于利用基本简单事件的几率加上概率叠加原理就定义了所有的其它的事件
的几率——就看看这个复合事件最后分解称为什么样的基本简单事件就行
了。但是，我们通过园内弦长的问题已经看到基于基本简单事件的几率的定
义会出问题。于是，概率空间的公理化定义直接就把概率叠加原理做为最基
本的定义。这样，假设我们希望找到某个复合事件的几率，实际上，我们需
要保证的，就是，不管这个复合事件可以如何分解成相互不相交的子集合
（分解的方式可能不唯一，F 保证分解以后的各个子集合还是可以讨论其概
率的），只要我们能够保证分解以后按照概率叠加原理合起来之后得到的值
是一致的，那么这个映射 P 描述的，就是一种概率现象。所以，我们说，概
率叠加原理就是概率论的核心。
在这里，我们先来展示一下，通过这一条概率性叠加原理来定义一下任

意两个集合 A，B 的并的几率，如果这两个集合 A 和 B 已经确定是 F 的元
素的话。我们先来看 A ∩ B，如果它等于空集，则 A 和 B 是互斥事件，于
是 P (A ∪ B) = P (A) + P (B)，解决。如果 A ∩ B , ϕ，我们把 A ∪ B 分解
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成三个互斥的集合 A ∩ B̄，Ā ∩ B 和 A ∩ B。于是，P (A ∪ B) = P (A ∩ B̄) +

P (Ā ∩ B) + P (A ∩ B)。当然，我们可以进一步讨论 A∩ B̄ 的概率，如果它不
是已知的话。对于任意的事件 A，如果我们找到一组 A 的互斥分解并且分
解以后的时间的概率已知，则我们就可以通过概率叠加性原理来求得 A 的
概率。并且，如果存在多种这样的分解，所得到的结果一致。

事实上，古典概型的等概率假设就指定了一种事件分解的方式。回到我
们的圆内弦长的问题，可以证明，从我们前面的任何一种等概率假设都可以
构造一个满足上述要求的概率空间。

实际上，再进入下一部分内容之前，我们还应该完成这样一件事情：从
概率论的公理化定义出发，找出适当的条件，在这个条件下随机变量的分布
函数存在。但是，这个任务超过本书的水平，在我们发现一个好的能够在本
书的概念和方法的范畴内讨论这个问题之前，我们直接就用分布函数来描
述概率论。

4.3 Dirac 符号作为概率论的语言

现在，让我们用概率论的 Dirac符号语言来看一下概率空间定义的最重
要的性质：概率性叠加原理，在我们的语言下如何表达。概率叠加原理说，
如果事件 A, B 互斥，则

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) . (4.22)

我们希望第一，能够把 A ∪ B 写成，

A ∪ B⇔ Â + B̂, (4.23)

也就是事件的加法有意义，而且正好就是集合取并操作的含义；第二，能够
有

P
(
Â + B̂

)
= P

(
Â
)
+ P

(
B̂
)
, (4.24)

也就是事件之间的加法与概率之间的加法保持一致。现在，我们来做一个检
验。

在这里我们还是面对古典概型。给定一个密度矩阵，

ρ̂ =
∑

j

p j | j⟩ ⟨ j| , (4.25)
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我们来考虑一个事件 A 的概率。记事件 A 的每一个基本简单事件的元素为
α j，则

Â =
∑
α j∈A

∣∣∣α j

⟩ ⟨
α j

∣∣∣ , (4.26)

从而通过公式 (4.11) 我们得到事件 A 发生的概率

P
(
Â
)
= tr

(
Âρ̂

)
=

∑
α j

pα j . (4.27)

这里，我们把事件集合 A 作为观测量 Â，需要用到示性函数 IA (ω)，

IA (ω) =

1 if ω ∈ A

0 otherwise
. (4.28)

也就是判断元素 ω 是否属于集合 A。于是，

Â =
∑

j

IA ( j) | j⟩ ⟨ j| =
∑
α j∈A

∣∣∣α j

⟩ ⟨
α j

∣∣∣ . (4.29)

如果有一个与 A 互斥的事件 B̂ =
∑
β j∈B

∣∣∣β j

⟩ ⟨
β j

∣∣∣，也就是任意 α j, βk 满足⟨
α j | βk

⟩
= 0. (4.30)

也就是集合 A, B 没有相同的元素。事件 B 发生的概率为，

P
(
B̂
)
=

∑
β j

pβ j . (4.31)

现在，我们知道了

P
(
Â
)
+ P

(
B̂
)
=

∑
α j∈A

pα j +
∑
βk∈B

pβk . (4.32)

我们也知道了

Â + B̂ =
∑
α j∈A

∣∣∣α j

⟩ ⟨
α j

∣∣∣ + ∑
βk∈B

|βk⟩ ⟨βk| � (4.33)

还有事件 A ∪ B。我们想看看事件 A ∪ B 的 Dirac 符号形式是不是正好就是
Â + B̂，而且 P

(
Â + B̂

)
= P

(
Â
)
+ P

(
B̂
)
是否成立。第一部分非常简单，记

C = A ∪ B，于是

Ĉ =
∑

j

IC ( j) | j⟩ ⟨ j| =
∑

j

IA ( j) | j⟩ ⟨ j|+
∑

j

IB ( j) | j⟩ ⟨ j| = Â + B̂. (4.34)
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注意，如果 A ∩ B , ϕ 上面的等式的中间一步是不对的。我们再来看第二部
分。由于公式 (4.11)（⟨O⟩ = tr

(
Ôρ̂

)
）是线性的，于是只要第一步正确，第

二布自然就是正确的。

于是，通过 Dirac 符号，我们把事件 A, B 写成了矩阵 Â, B̂ 的形式，同
时，互斥事件的加法真的可以表达成矩阵加法运算的形式，而且对于这个加
法运算，求观测量平均值的公式公式 (4.11) 仍然适用。对于不是互斥的事
件，我们总是可以把它分解成互斥的部分。因此，所有的的事件之间的加法
运算，以及这个加法运算的概率含义，尤其是概率叠加原理公式 (4.22)，都
被保留了下来。这个就是我们引入概率论的 Dirac 符号的目的。在 Dirac 符
号的形式下，互斥集合取并的操作直接就是算符的加法运算，求可观测量
平均值的定义是线性的，这两点直接就保证了概率叠加原理的成立。因此，
Dirac 语言是概率论的一种自然的语言。
最后，我们注意到，这一章定义的所有的可观测量矩阵都是对角的，不

存在这样的可观测量，Oi j , 0 当 i , j，也就是一般的

Ô =
∑

i, j

Oi j |i⟩ ⟨ j| . (4.35)

由于有观测量的这个性质，我们发现所有的观测量矩阵都是对易的，也不用
做表象变换，因为在这个自然的表象下，矩阵本来就是对角的。这一点，实
际上就表明，我们的矩阵符号有点多余，实际上写下对角元就够了。逻辑上
这个符号系统是自洽的。在经典概率论的层次，这套新的符号系统实际上不
带来新的结果，仅仅是理解上的不同。

以 N 个离散状态的系统为例，总结一下 Dirac 符号的概率论和通常的
概率论的不同：

• 状态：N × N 矩阵 (ρ)N×N，N 维矢量 (P)1×N；

• 可观测量：N × N 矩阵 (O)N×N，N 维矢量 (O)1×N；

• 测量结果的计算：求迹 tr (Aρ)，内积 OT P；

• 测量过程的理解（测量前状态，测量所得值，测量后状态）：Dirac 符
号形式和通常的概率分布矢量形式一样，都表现出来测量前后分布函
数有变化。
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4.4 概率转移算符 ∗

本节为选读部分。

有了表示状态和可观测量的 Dirac 符号形式，我们就可以用这样的算
符记号来表示概率转移算符 [21] 了。对随机状态的合理的一个操作要满足
一些要求，例如操作之后得到的状态还必须是一个概率分布（满足归一化、
非负、互斥事件可加性等）。如果我们同时还要求被操作的客体的状态空间
（状态的集合）不变，仅仅改变其状态，也就相当于给状态的概率做了一个
重新分配，那么，这样的操作必须是状态矩阵 ρ 上的一个线性算符（记为
M），也就是 M (a1ρ1 + a2ρ2) = a1M (ρ1) + a2M (ρ2)。按照线性性以及仍然
非负归一的要求，我们可以写下来这个转移矩阵的一般形式。

概率转移算符：在传统矢量记号下

P (t + 1) = MP (t) , (4.36)

其中矩阵
(
Mi

j

)
N×N
满足

∑
i Mi

j = 1；在 Dirac 记号下，

ρ (t + 1) = Uρ (t)U†, (4.37)

其中矩阵
(
U i

j

)
N×N
满足 UU† = 1 = U†U。在这里我们按照物理学家的习惯

把转移矩阵作用在分布函数上表示成矩阵在左矢量在右，而且概率分布是
一个列矢量。需要注意这个习惯和数学家的不一样。在这里状态变化的表示
是一个算符作用 U 以及一个相应的算符 U† 左右乘在一个密度矩阵上。这
大概可以这样来理解：ρ 总是可以看作 ρ = ρi j |i⟩ ⟨ j|，这样的右矢量和左矢
量的乘积项的叠加，如果一个算符作用在右矢量上的表达式大约是 U |i⟩ 的
话，那么，相应的左矢量的形式就是 ⟨i|U†，于是 |i⟩ ⟨ j| 在这个操作下的变化
就是 U |i⟩ ⟨ j|U†。
用这个记号我们描述以下两个过程。其中第二个过程稍微复杂一些。

例 4.5 (硬币确定翻转的算符) ：有一个硬币每一个单位时间以后都会被翻
转。写下这个动力学过程的普通概率论形式和密度矩阵形式的表达式。

硬币的状态可以采用两种表示方法，概率矢量

P =

 p

1 − p

 , (4.38)
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或者概率矩阵，

ρc =

 p 0

0 1 − p

 . (4.39)

翻转操作是算符

X =

 0 1

1 0

 . (4.40)

可以验证翻转过程可以表示为

P (t + 1) = XP (t) , (4.41)

或者

ρc (t + 1) = Xρc (t) X†. (4.42)

例 4.6 (硬币随机翻转的算符) ：一个硬币每一个单位时间以后都会被决定
是否翻转。决定的过程如下：抛另外一个完全随机的硬币，如果得到硬币向
上则翻转，否则不翻。写下这个动力学过程的普通概率论形式和密度矩阵形
式的表达式。

硬币的状态可以采用两种表示方法，概率矢量

P =

 p

1 − p

 , (4.43)

或者概率矩阵，

ρc =

 p 0

0 1 − p

 . (4.44)

翻转操作和不翻转操作分别是是算符

X =

 0 1

1 0

 , I =
 1 0

0 1

 . (4.45)

可以验证翻转过程可以表示为

P (t + 1) = 0.5XP (t) + 0.5IP (t) =
I + X
2

P (t) , (4.46)

或者

ρc (t + 1) = 0.5Xρc (t) X† + 0.5Iρc (t) I†. (4.47)
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注意，最后的表达式公式 (4.47) 不能下成算符取和以后再作用的形式，也
就是，

ρc (t + 1) ,
I + X
2

ρc (t)
I + X
2

. (4.48)

甚至这个加起来的算符都不满足约束 UU† = 1。因此，两个随机翻转“合”
起来的运算在传统矢量语言下面表现为“取和”——M = I+X

2
，在 Dirac 符

号下面不表现为“取和”——U , I+X
2
。在本书第十四章关于量子博弈的讨论

中，我们会看到，这个差别是有深远的意义的。

4.5 作业

习题 4.1 写下一个向上的硬币的状态的完整描述。一个完整的描述包含：状
态的数学描述、所有的可观测量的数学描述（还要思考这样的可观测量的含
义），以及这些可观测量在这个状态下的可能取值，还有取值的概率，以及
均值。

习题 4.2 写下一个随机的硬币的状态的完整描述。

习题 4.3 Alice 和 Bob 正在打赌：硬币的状态向上则 Alice 从 Bob 那里获
得 10元，否则 Alice给 Bob10元。现在对于一个向上的硬币，分别用 Dirac
符号和矩阵的形式写下来，Alice 和 Bob 的输赢状态。如果是一个随机的硬
币呢？

习题 4.4 Alice 和 Bob 正在打赌：硬币的状态向上则 Alice 从 Bob 那里获
得 10 元，否则 Alice 给 Bob10 元。这个硬币初始处于向上的状态。然后，
Alice 和 Bob 可以分别去操作这个硬币。他们可以选择的操作包含翻转和不
翻转这个硬币这两个操作。

1. 分别用 Dirac 符号和矩阵的形式写下来，Alice 和 Bob 的可能的操作。
提示：考虑 Alice 和 Bob 可能选择一个翻转和不翻转这两个操作的某
种组合，例如一个这两个操作的概率分布，当然他们之中的任何一人
都不能选择同时做这两个操作——同时翻转和不翻转硬币的操作不知
道是什么意思。

2. 计算给定这样的概率分布的情况下，Alice 和 Bob 可能获得的钱的数
量及其分布，还有平均值。
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3. 尝试构造一个映射 Ha（Hb），满足 Ha (S a, S b)（Hb (S a, S b)）的值就是
Alice（Bob）的收益。其中，S a 是 Alice 的操作，S b 是 Bob 的操作。

4. 把这个得到的映射按照 Dirac 符号的语言写成一个矩阵。注意思考
这个时候这个矩阵的基矢是什么。然后验证，这样的矩阵满足 Ea =

tr (ρa ⊗ ρbHa)（Eb = tr (ρa ⊗ ρbHb)）。

4.6 本章小结

本章主要介绍了 Dirac 符号形式的概率论。我们发现，概率分布函数可
以用一个密度矩阵来表达，见公式 (4.2) 。其中各个基本简单事件所对应的
基矢相互正交，见公式 (4.12)。同时，我们引入了把随机变量的函数做为可
观测量的概念，见公式 (4.10)。于是，概率论用来求可观测量平均值的基本
公式就成了公式 (4.11)。
这套符号本身在概率论的层次不带来新的东西，除了把事件之间的集

合运算变成了事件所对应的算符的加法运算而且自然地表示了事件的概率
叠加原理。而概率叠加原理，通过一般的概率空间的讨论，我们注意到就是
整个概率论定义的核心。
另外，通过整理和对比矢量语言和密度矩阵语言下的状态、可观测量和

算符，我们发现，在两套语言下，状态和可观测量都是对角的，一般的算符
在密度矩阵的语言下可以是非对角的。也就是说，密度矩阵所在的空间可能
比概率矢量更大。这个不一致性实际上就启发我们：是否我们需要讨论一个
允许前两者——状态和可观测量——也存在非对角元的理论。以后我们会
看到，这个理论就是量子系统的数学模型——量子力学。
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在这里，我们学习力学的目的是给学习量子力学做准备。为了这个目
的，我们需要学习一些概念，例如位形空间、坐标系、力、能量、保守系统
等。最关键的是学习通过 Hamiltonian 来描述一个力学系统，得到这个系统
的所有的行为。然而，实际上我们应该从力学学习到更加重要的东西。从思
想上，从经典力学我们了解什么是物理学——物理学就是描述物体状态（包
含运动状态和结构状态等）的变化，以及寻找导致物体状态变化的原因的科
学，以及了解把事物抽象成理想模型的观念。这个研究思路以及这个观念不
仅仅是物理学的思想，也是整个科学的思想。当然，为了达成这个目的，我
们就需要真正地学习一门力学的课程。这个不是我们这一章的任务。所以，
在这一章里，尽管我们会尽可能地让你体会这个研究思路和这个观念，我们
的主要精力还是会放在如何利用 Hamiltonian 来描述一个力学系统这一点
上。已经熟悉 Hamltonian 力学的读者可以跳过这一章。
本章推荐参考书：Landau的《Mechanics》[27]，Feynman的《Feynman

物理学讲义第一卷》[35]，方励之的《力学概论》[36]，漆安慎的《力学》[37]。

5.1 力学思想

常见的力学的基本研究对象是日常生活所见到的桌子以及桌子在一个
推动的力作用下运动起来这个现象，或者一个乒乓球以及这个乒乓球在拍
子挥动的条件下发生运动这个现象，或者一个汽车以及这个汽车在发动机
驱动下和方向盘的控制下发生运动这个现象，或者天上运动的星星以及它们
的运动。对于这个研究对象，宏观的物体以及它们的运动，第一个要解决的
问题是如何描述他们的运动状态。在这里，物理学引入了一个理想模型——
质点，一个有质量没有体积没有形状没有其他任何属性的点。为什么除了质
量以外其他的属性都不重要，这是一个很重要的问题。没有体积和形状就要
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求我们只关心这个物体作为一个整体的运动，我们暂时不关心这个物体的
自转等运动形式。这个运动的形式是所有的运动形式里面最简单的一种。我
们称之为物体的平动。其他运动形式在我们这个精要课程里面不再涉及。解
决了运动的描述的问题，下面的问题是就是运动状态是否会发生变化，变化
的原因是什么。状态描述、状态变化和变化原因这三个问题被称作力学的世
界观，也就是力学看问题的时候总是要关心的三个问题。

基于生活经验，我们知道，力的作用是使运动的状态发生改变。我们知
道当我们推一张桌子时候，如果我们希望我们停下来之后桌子动得快一点，
我们需要推的时间长一点或者推的力气大一点。甚至在我们推动桌子的过
程中，我们也可以通过改变这个推力的大小来达到控制其速度的目的。也就
是说，当我们把力作用在一个质点上的时候，我们会改变质点的运动速度。
当然，我们还不知道力和速度的改变这两者之间具体的关系是什么，和质点
的什么属性相关，例如大小、形状、质地、生产厂家等等。不过，有了这个
思想认识上的突破之后，剩下的突破就容易多了。其实通过现实生活的经
验，除了猜测“力是改变物体运动状态的原因”之外，还有可能得到“力是
维持运动的原因”的直观结论。例如，我们松开推着的桌子桌子就不动了。

解决这个到底力是维持还是改变运动的原因，以及力和运动状态的改
变具体什么关系的问题依赖于物理学的另一个，也是最重要的，思想：做实
验，做测量。这个来自于Galileo的思想使得物理学真正从思辩的层次独立出
来，成为科学。Galileo的实验很简单，把一个物块放在一个斜面上，然后让
这个物块滑下来到达一个平面上。接着，改变这个平面的光滑程度。物块从
斜面下来以后，我们看看这个物块走得多远。这个远近是可以测量的。我们
发现，随着光滑程度的不同物块运动的距离是不一样的，而且越光滑的表面
物块运动的越远。在物块接触到平面之前，所有的过程是一样的，因此（其
实你也可以怀疑这个因此），物块刚刚接触到平面上的状态，不管哪一种光
滑程度的平面，都是一样的。于是远近不同只能是平面的光滑程度导致的。
Galileo根据他的实验猜测，如果有一个无限光滑的平面，则这个物块会永远
运动下去。也就是说，光滑程度的不同可以看作是某种力的不同，而这种力
使得物块从运动变成静止。运动状态本身不需要力来维持。对于无限光滑的
表面，这种力为零，于是物体的运动状态不发生改变，一直运动下去。现在，
我们当然知道这个力就是摩擦力。但是，当时把这个运动状态发生变化的原
因归结为摩擦力是革命性的。通过实验，我们还可以研究运动状态与哪些因
素有关，例如，如果我们能够给力的大小定下一个度量的标尺，我们就可以
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研究给定大小的力对不同的物体的运动状态的改变的异同，例如这些不同
的物体可以有不同的形状、颜色、质地等等。当然，最后我们发现这个因素
仅仅是物体所包含的物质的量的多少的过程，是一个非常非平庸的过程。

小结一下，理想化模型化，实验与测量，是物理学几个核心的重要的思
想；问状态表述、是否变化、变化的原因是典型的力学思考。质点是重要的
理想模型之一。物理学很多时候都通过理想化模型化来抓住主要因素暂时
忽略次要因素。

5.2 Newton 力学的基本概念

通过质点这个理想模型，我们已经有了用空间位置来描述运动的简单
想法。下面，我们把这个想法实现。首先，为了准确地描述这个空间位置，
我们需要有一个坐标系：一个原点，三个独立的方向，一个测量单位。通常
这个坐标系的原点需要建立在一个参考系上：一个假设不动的东西。确定
这个所谓的不动的东西，不是简单的事情。地球在自转和公转，所以在地球
上，原则上所有的点都不能作为这个参考系。同样的，太阳系、甚至整个宇
宙都在运动，没有一个点是真正意义上不动的。那我们如何选取我们的参
考系，然后建立坐标系呢？如果我们的对象是一个在地球表面运动的汽车，
那么在汽车的时间尺度内自转和公转造成的影响与汽车的车程相比比较小，
于是，地球就是一个好的参考系。以这个汽车出发的时候的地球上的一个点
作为原点，是可以接受的。如果我们考虑的是导弹的运动，那么，自转的影
响可能就需要考虑。这个时候，参考系可能就要选取地球在某个时刻的点，
然后考虑经过这段时间以后地球的运动，或者考虑非惯性参考系的问题。所
谓惯性参考系，就是一个“不动”的参考系，或者说一个做匀速运动的参考
系。也就是说，这个参考系在相对于另一个参考系运动速度不变或者运动速
度为零。所谓非惯性参考系，就是以速度变化的物体为中心建立起来的坐标
系。

在下面的讨论中，我们假设通过对所关心的过程的考察，讨论这个问题
所需要的惯性参考系以及相应的坐标系已经建立起来。那么这个时候，我们
的运动的轨迹的描述就是一个 x⃗ (t) 的时间过程。知道在这个过程中任意一
个 t 时刻质点的位置 x⃗ (t) 由哪些因素决定，对于给定的问题计算出 x⃗ (t) 来，
就是我们的理论的目标。通过微积分的学习，我们知道这个 x⃗ (t) 实际上是
空间的一条带参数的曲线，如果我们知道这个曲线在任何时候的切线，我们
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就可以把这些切线连（积分）起来得到这条曲线。也就是说 x⃗ (t) 和 ˙⃗x (t) 加
上 t0 时刻的原点 x⃗0 = x⃗ (t0) 是完全等价的。这个 ˙⃗x (t) 被称为这个质点的速
度，记为 v⃗ (t)。类似地，我们可以定义加速度 ˙⃗v (t) = a⃗ (t)，以及更高阶的时
间导数。给定了任何一阶导数的时间过程加上所有的初始条件完整地描述
了这个运动过程。

Newton 力学告诉我们，给定一个力的位置和速度的依赖函数 F⃗ (x⃗, v⃗)

（由于某些我们这门课程还不能讨论的原因，这个力可以依赖于位置、速度
和时间，但是不能依赖于更高阶的时间导数。为了讨论和记号简单，我们进
一步假设力不依赖于时间），运动过程由以下方程决定，

¨⃗x = a⃗ =
F⃗ (x⃗, v⃗)

m
. (5.1)

这个方程被称为Newton 第二定律。我们还可以把这个方程改写成一阶封闭
的微分方程的形式， 

˙⃗x = v⃗,

˙⃗v =
F⃗ (x⃗, v⃗)

m
.

(5.2a)

(5.2b)

在进一步讨论这个方程之前，我们先来通过几个例子熟悉一下这个方
程。

例 5.1 (自由落体运动) ：质量为 m 的小球，在地球表面的高度为 h 的地方
落下来，初始速度为 0，问经过多长时间落地。

先做受力分析：小球受到竖直方向向下的地球的吸引力1。为了将来计
算方便，我们要规定好坐标系，为了建立坐标系，我们需要选择参考系——
这个参考系最好还是一个做匀速直线运动的物体。在这里，相对于我们所关
心的问题来说，地球是一个很好的不动的东西——尽管它实际上在自转和
公转，因此选为参考系。在这个参考系下，我们规定竖直方向向下为我们的
y 轴正方向，地面为零点。于是，有了这个参考系和坐标系以后，我们就可
以把思考转化成数学运算了。于是，

F⃗ = mg ĵ.

1为什么这个用“竖直”而不用“垂直”呢？主要是考虑到将来还有斜面的问题，这个时候，垂直就容易
造成垂直于斜面的误解。因此，指向地球中心的方向（由于地球在所讨论的问题的尺度下看来是平的，非
常大）就习惯上称作竖直方向。
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接着，运用Newton 运动定律，F⃗ = ma⃗，得到

a⃗ =
F⃗
m

= g ĵ.

最后，运用加速度和速度以及位置之间的积分关系以及初始条件，我们
得到，

y = y0 +
1

2
gt2.

其中 y0 = −10 (m)，于是通过

−y0 =
1

2
gτ2,

可以求得落地得时间。

例 5.2 (经典一维谐振子（连着弹簧的一个小球）) ：质量为 m 的小球，连
在一根弹性系数为 k 原长为 l 的水平方向的弹簧上。初始时刻，拉开小球距
离为 A0，求松开以后小球运动的轨迹。

同样，先建立参考系坐标系，选择弹簧得固定的一端做为参考系和坐
标零点，从零点指向弹簧的方向 x 轴为正方向。于是，我们得到初始条件，
x0 = l + A0，v0 = 0。弹簧所受到的力在水平方向上是

F⃗ = −k (x − l) î

竖直方向的力不管，因为这个小球仅仅在水平方向运动。

接着，运用Newton 运动定律，得到

ẍ̂i = a⃗ =
F⃗
m

= − k
m

(x − l) î.

变量替换，x̃ = x − l，我们得到，

¨̃x = − k
m

x̃.

这个微分方程存在通解，

x̃ = A cos (ωt + ϕ0),

其中 ω =
√

k
m。代入初始条件，我们得到

x = A0 cos (ωt) + l.
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例 5.3 (经典一维谐振子（连着弹簧的两个小球）) ：质量为 m 的两个小球，
连在一根弹性系数为 k 原长为 l 的水平方向的弹簧上。初始时刻，拉开两个
小球距离为 l + A，求松开以后两个小球运动的轨迹。
先建立参考系和坐标系并做受力分析。以左边的小球的初始位置为原

点，从左到右为 x 轴正方向。运动开始以后，假设两个小球的位置分别是
x1 和 x2，则左边的小球受到的力是 F2→1 = k (x2 − x1 − l)，右边的小球受到
的力是 F1→2 = k (x1 + l − x2)。
接着用Newton 运动定律，得到

ẍ1 = −
k
m

(x2 − x1 − l) ,

ẍ2 = −
k
m

(x1 + l − x2) .

把这两个方程相加和相减，我们得到，

ẍ1 + ẍ2 = 0,

ẍ1 − ẍ2 = −2
k
m

(x1 − x2 − l) . (5.3)

这两个方程的解都能够直接写出来。我们就不再继续算下去了。
我们发现，这个弹簧连着两个小球的运动，就好像是整体 x1 + x2 在匀

速运动，然后，相对距离 x1 − x2，在做简谐振动。

实际上，在第一个例子中的地球也是这个问题的参与者，地球与小球之
间的引力相互作用才是导致这个运动的原因。但是，由于小球的运动对地球
的状态产生的影响基本可以忽略不计，所以我们把地球作为参考系，用与地
球状态无关的方向和大小都不变的重力来代替实际上随着位置变化的引力。
第二个例子中，弹簧的另一端，也就是墙，实际上也有运动，但是幅度小很
多。于是，我们把墙看作参考系，然后把墙与小球之间的相互作用看成与墙
的状态无关的弹簧的弹力。在第三个问题中，我们把墙替换成了另一个小
球，这个时候，其运动也成了我们需要考察的对象，两个小球之间的力与两
个小球的状态都有关系。从这个角度来看，第一个例子考察的是地球与小球
之间的相互作用，第二个例子是小球与墙壁之间的相互作用，第三个是两个
小球之间的相互作用。实际上，我们相信，各种各样的力，都是物体与物体
之间的相互作用造成的。有的时候能够看见相互作用的各个主体有的时候
只能看见一个主体或者一部分主体，是我们在考虑问题的时候根据需要划
分的系统的不同造成的。当一个系统之外的外界对系统的影响不是很大的
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时候，或者说倒过来，当这个系统对系统的外界影响不大的时候，我们可以
把外界的主体忽略，当成一个不变的影响或者直接忽略。

这个由一个质点或者多个质点的位置的集合所构成的空间称为一个系
统的位形空间。除了位形空间，我们常常还在相空间里面讨论问题。相空间
就是由一个质点或者多个质点的位置加上速度的集合构成的空间。我们可
以把公式 (5.1) 看作是位形空间的方程，把公式 (5.2) 看成是相空间的方程。
我们知道两个方程是等价的，那为什么要引入相空间呢？因为位形空间的轨
道可以相交，而相空间的轨道不能相交。很容易理解为什么位形空间的轨道
可以相交，撞车就是这样发生的。那为什么相空间的轨道就不会相交呢？一
个相空间的点对应了确定的位置与速度。而速度决定了下一个时刻的位置，
因此，这个时刻的相空间中的一个点完全决定了下一个时刻这个点在哪里。
于是，如果两个轨道在某一个点相交，则将来这两个轨道完全一样。同样的
道理，过去也完全一样。于是他们就是同一条轨道。也可以用下面的例子来
说明。考察一个一维系统的两条相空间轨道。一维系统的相空间是二维的，
我们来证明有两条不同的相空间轨道不可能在某点相交。

假设有 1, 2 两条轨道在 t0 时刻相交于相空间的一个点 Q。公式 (5.1)

和公式 (5.2) 都是一个确定性微分方程，在给定初始条件的情况下解是唯一
的。它们都需要两个初始条件来确定一个唯一解。在这个交点 Q，我们有两
个初始条件，x1 (t0) = x2 (t0) = xQ, p1 (t0) = p2 (t0) = pQ。于是，根据唯一
性，通过这个交点的轨道只能有一条。因此，不同轨道不能在一点相交，如
果两个轨道在相空间相交于一点，实际上，它们必定是相同的轨道。另一方
面，给定位形空间的一个点只能给定一个初始条件，x1 (t0) = x2 (t0) = xQ，
不能唯一确定一个解。因此，存在多条轨道通过这个给定的点。由于相空间
的这个好性质，在以后的讨论中，我们都会用相空间。很多时候，速度会替
换成动量 p⃗ = mv⃗，两者相差一个常数（对于给定的系统，质量是一个常数）。
所以相空间也经常指由位置和动量坐标联合确定的空间。

作为力学本身来说，主要概念和主要结构就只有这些，空间、时间、参考
系、坐标、位置、速度（动量）、加速度、力、位形空间、相空间，还有Newton
运动定律。这些概念描述了运动，把运动与运动变化的原因，也就是力联系
起来。但是，什么是力的问题，力学是回答不了的。力学回答的问题是，给
定了力，也就是物体之间的相互作用之后，运动将会如何发生。给定的力到
底怎样的问题，由研究具体的力的学科来回答，例如电磁学研究电磁力，引
力科学研究引力，核物理学研究核力等等。



128 第五章 经典力学精要

有一种类型的力称为保守力或者有势力在物理学里面特别重要。我们
甚至相信所有的力的背后，如果我们把我们的系统做的足够大，把足够多的
外界包含在我们的系统之中，所有的力都应该是保守力。

5.3 势函数、保守力与能量守恒

保守力是指满足以下关系的力 F⃗ (x⃗, v⃗)，存在一个函数 V (x⃗) 满足，

F⃗ (x⃗, v⃗) = −∇⃗V (x⃗) . (5.4)

其中 ∇⃗ 是位置坐标的导数。所以，这样的力，不能是速度 v⃗ 的函数，而仅
仅是位置 x⃗ 的函数。
前两个例子中的力，就是保守力，也被称为有势力，也就是可以写成一

个势函数然后把力看成是这个势函数的梯度的力；后面的例子中的力，一般
看成是来自于相互作用，而这个相互作用的也可以写成势函数的形式。

例 5.4 (势函数举例) ：前面两个例子中的势函数分别是 V1 = −mgx，V2 =
1
2
k (x − l)2。可以非常简单地验证通过这两个势函数能够得到与前面的例子
中的力。第三个的相互作用是函数实际上是 V3 = 1

2
k (x1 − x2 − l)2。这个可

以通过计算 F⃗1 = −∇⃗1V (x⃗1, x⃗2) = − ∂
∂x1

V3̂i = −k (x1 + l − x2) î。这个和受力
分析的结果完全一致。

当方程中所有的力都是保守力的时候，我们来看一下方程公式 (5.1) 的
一个变形，

m
d
dt

v⃗ = −∇⃗V (x⃗) =⇒ v⃗ · d
dt

v⃗ = −v⃗ · ∇⃗V (x⃗)

=⇒ mvx
d
dt

vx + mvy
d
dt

vy + mvz
d
dt

vz = −
(
vx
∂

∂x
+ vy

∂

∂y
+ vz

∂

∂z

)
V (x⃗)

=⇒ 1

2
m

d
dt

(
v2x + v2y + v2z

)
= −

(
dx
dt

∂

∂x
+

dx
dt

∂

∂y
+

dx
dt

∂

∂z

)
V (x⃗)

=⇒ d
dt

(1
2

mv2 + V (x⃗)
)
= 0

也就是
1

2
mv2 + V (x⃗) = E. (5.5)

这里 E 是一个不依赖于时间的常数。这个等式被称为能量守恒，其中第一
项被称为动能 T，第二项被称为势能 V。
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图 5.1: （a）单摆的运动的受力分解；（b）同样的装置放在一个加速运动的
汽车里面。

例 5.5 (能量守恒的应用) ：利用能量守恒求解第一个例子中小球落地以后
的速度，以及第二、第三个例子中弹簧被压缩的最大长度。

这里，仅仅以第二个问题为例。首先这里能量包含动能和弹簧上积累的
势能，于是任何一个时刻的总能量是 ET = 1

2
mv2 + 1

2
k (x − l)2。根据能量守

恒，
1

2
mv2 +

1

2
k (x − l)2 =

1

2
kA2

0.

其中，我们代入了初始状态的能量。于是，(x − l) 的极值必然发生在 v = 0

的时候， ∣∣∣(x − l)
∣∣∣
max

= A0.

于是，最大压缩长度是 A0。

现在，我们已经完成了Newton 力学的主要内容的学习，我们来试着求
解一下下面这个问题。

例 5.6 (单摆的周期) ：固定在天花板上的轻质绳子连着一个质量为 m 小球，
拉开绳子一小段距离后松开，求小球再次回到松开位置的时间。

在用 Newton 力学来求解问题的过程中，最关键的一步是受力分析，也
就是合力的计算。考虑一个跟单摆非常类似的问题：把同样的装置放在一
个在加速的汽车里面。这两个问题的情境如图 5.1 所示。我们知道按照图
5.1(a) 的分解和合成方式，合力 FT = mg sin (θ)，按照图 5.1(b) 的分解和合
成方式，合力 FT = mg tan (θ)。为什么同样的装置，不同的情形，受力分析
不一样呢？实际上，是因为，我们知道（整体或者某个运动的方向上的）合
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力的方向肯定是加速度的方向，而加速度的方向，在速度为零的时候，肯定
就是下一个时刻运动的方向。于是，由于我们对于这两种情况下的运动有一
个预期，（a）下一个时刻不会在径向运动只能在切线方向运动，于是按照切
线和径向方向来分解；（b）会沿着水平方向运动，于是沿着水平方向和竖直
方向分解。一旦做出来这个分解，那么，按照 Newton 第二定律，我们得到

mg sin (θ) = −mlθ̈ ⇒ θ̈ = −g
l

sin (θ) ∝ −g
l
θ. (5.6)

最后一步是一个 θ 很小的时候的近似。

通过这个例子，我们发现，做受力分析需要对运动形式有一定的前瞻
性，洞察力：最终合力的方向与可能产生的运动方向的相互关联。如果我们
再考虑更复杂一点的平面摆，多级摆，这个受力分析就会更困难。一个复杂
的机器可能由很多部分构成。这个时候，受力分析的方法基本上就不能用
了。Lagrange 和 Hamilton 发明了一个不用做受力分析的求解力学问题的
方法——分析力学。这里我们仅要介绍 Hamiltonian 力学。

5.4 从 Newtonian 力学到 Hamiltonian 力学

Hamiltonian 力学，也称为分析力学的 Hamiltonian 形式，解决的问题
是，只要我们能够写下动能 T 和势能 V 作为自变量 x⃗ 以及 p⃗ 的函数，那
么，所有的力学问题都可以直接变成求解微分方程的技术问题。我们先来看
看逻辑上为什么可行，然后举几个例子学会如何运用，最后再讨论这个方法
的意义。

5.4.1 单个质点的分析力学形式

对单个质点的守保守力作用的系统定义 Hamiltonian，

H = T (x⃗, p⃗) + V (x⃗, p⃗) =
1

2m
( p⃗)2 + V (q⃗) , (5.7)

同时记位置坐标 x⃗ 为 q⃗，把自变量 ˙⃗x 替换成 p⃗
m . Newton 方程与下列方程等

价， 
d
dt

q j =
∂H
∂p j

,

d
dt

p j = −
∂H
∂q j

.

(5.8a)

(5.8b)
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其中 x j 是 x⃗ 的 j 分量的坐标。这个方程被称为 Hamilton 方程。
对于单个质点的系统，我们可以简单验证这个方程确实给出 Newton方

程。 
d
dt

q j =
∂H
∂p j

=⇒ q̇ j =
p j

m
,

d
dt

p j = −
∂H
∂q j

=⇒ ṗ j = −
∂

∂x j
V = F j.

(5.9a)

(5.9b)

于是 ma = mẍ j = mq̈ j = F j。

例 5.7 (谐振子的 Hamiltonian 力学) ：V = 1
2
k (q − l)2，从 Hamiltonian 推

导出其运动方程。
知道势能，我们可以写下来 H = p2

2m + 1
2
k (q − l)2，于是方程就成了，

d
dt

q =
∂H
∂p

=
p
m

d
dt

p = −∂H
∂q

= k (q − l)

(5.10)

(5.11)

把第二式代入第一式，我们得到

d2

dt2
q =

ṗ
m

=
k
m

(q − l) . (5.12)

这个方程与通过 Newton 力学得到的完全一致。

例 5.8 (单摆的 Hamiltonian 力学) ：固定在天花板上的轻质绳子连着一个
质量为 m 小球，写出这个小球的运动方程。

对于单摆，我们可以写下来 H = p2

2m −mgl cos (θ)，但是这个有一个小小
的问题，我们用了角度当作自变量，于是将来计算偏导数的时候需要协调一
下。第一个处理的方式是这样，利用 q = lθ，

l
d
dt
θ =

d
dt

q =
∂H
∂p

=
p
m

d
dt

p = −∂H
∂q

= −1
l
∂H
∂θ

= −mg sin (θ)

(5.13)

(5.14)

于是把第二式代入第一式，我们得到

d2

dt2
θ =

ṗ
lm

= −g
l

sin (θ). (5.15)

这个方程与通过 Newton 力学得到的完全一致。
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另外一个方式是理解角动量的定义以后，直接用角度变量 θ，角速度 θ̇

和角动量 pθ ≜ r⃗ ⊗ mv⃗ = ml2θ̇，或者定义式 pθ ≜ Iθ̇ = ml2θ̇。其中 I = ml2 叫
做转动惯量。于是通过 H = 1

2
ml2θ̇2 − mgl cos (θ)，得到

H =
1

2
ml2

( pθ
ml2

)2
− mgl cos (θ) =

p2
θ

2ml2
− mgl cos (θ)� (5.16)

于是通过 Hamilton 方程得到

d
dt
θ =

∂H
∂pθ

=
pθ

ml2

d
dt

pθ = −
∂H
∂θ

= −mgl sin (θ)

(5.17)

(5.18)

于是把第二式代入第一式，我们得到

d2

dt2
θ =

ṗθ
ml2

= −g
l

sin (θ). (5.19)

这个方程与通过 Newton 力学得到的完全一致。

在这个例子中，无论是角动量的处理方式，还是把角度通过半径变成长度以
后再利用一般的动量（称为线动量）来计算，得到结果是一样的。
更一般的，如果了解一点点 Lagrangian 力学2，任意一个坐标对应着的

角动量，可以通过 p = ∂L
∂q̇ 来定义。这里 q 是广义坐标，可以是通常的直角

坐标的分量值，也可以是角度，等等。而一般情况下，通过 q 和 q̇ 直接写出
Lagrangian 比较简单。例如，对于我们的单摆的例子，

L = T − V =
1

2
ml2θ̇2 + mgl cos (θ), (5.20)

于是

pθ =
∂L

∂θ̇
= ml2θ̇. (5.21)

与我们通过角动量的定义得到的关系一致。然后，通过 Hamiltonian 和 La-
grangian 之间的如下关系——这个关系的证明需要用到Legendre 变换3，请
参考 Landau 的《力学》[27]——来得到 Hamiltonian，

H = q̇ (p, q) p − L (q, q̇ (p, q)) , (5.22)

2这一段的内容需要关于 Langangian 力学的知识。详情请参阅 Landau 的《力学》[27]
3一般的数学变化在改变自变量的时候，要么维持函数形式不变，要么维持函数值不变。但是，Legen-

dre的这个Legendre 变换是一个神奇的变换，自变量函数值函数形式都变化，但是维持推导出来的运动方
程不变。



5.4 从 NEWTONIAN 力学到 HAMILTONIAN 力学 133

其中 q̇ (p, q) 需要从 p = ∂L
∂q̇ 中反解出来。例如，对于上面的谐振子的例子，

我们有

θ̇ =
pθ

ml2
. (5.23)

于是，

H =
pθ

ml2
pθ −

1

2
ml2

( pθ
ml2

)2
− mgl cos (θ) =

p2
θ

2ml2
− mgl cos (θ). (5.24)

在这里一定要注意 L 的自变量是 (q, q̇)，而 H 的自变量是 (q, p)。

通常从 Lagrangian 开始，而不是直接从 Hamiltonian 开始的原因是，
一般情况下以坐标和坐标的导数，也就是速度，为自变量写下 T 和 V，要
比以坐标和动量为自变量写下 T 和 V 更容易。更多的细节请参看 Landau
的《力学》[27]。

5.4.2 从单体到多体的分析力学形式

我们花了额外的本来用于学习量子力学的时间学习了 Hamilton 方程，
不仅仅是因为它们可以从受力分析中解脱出来，还因为，它们的形式非常容
易推广到多体相互作用的系统。一个质点的动力学完全取决于 V (x⃗)，而这
个 V (x⃗)，我们说过，也是由于和隐藏起来的不在系统之内的外界物体相互
作用产生的。那么，当有多个质点，而且这个多个质点之间存在相互作用的
时候，我们的理论的这个形式还能不能用呢？这里，所谓相互作用就是从受
力分析的角度，一个质点受到的力不仅仅和这个质点的位置相关，也跟其他
的质点的位置相关。从势能的角度来说，就是系统的势能同时依赖于多个质
点的位置，而不仅仅是一个依赖于单个质点的位置的势能函数的和。用数学
表达式来说明就是，

V (x⃗1, x⃗2) , V1 (x⃗1) + V2 (x⃗2) (5.25)

从 Newton 力学来说，单个质点的系统和多个质点的系统没有本质区别，但
是受力分析会复杂很多很多，任意两个质点之间的受力都需要考虑，然后最
后叠加起来。幸好，分析力学的 Hamilton 形式，可以直接从单个质点推广
到多个质点，仅仅需要包含一个相互作用项。以两个质点的系统为例

H (q⃗1, q⃗2; p⃗1, p⃗2) =
p⃗2
1

2m1

+
p⃗2
2

2m2

+ V1 (q⃗1) + V2 (q⃗2) + V12 (q⃗1, q⃗2) . (5.26)



134 第五章 经典力学精要

这个方便的形式在处理多体相互作用的系统的时候非常有用。其中 V12 (q⃗1, q⃗2)

就是相互作用项。这一项的取值同时依赖于这个系统内两个质点的位置，而
不是一个。

例 5.9 (一根弹簧连着的两个小球的 Hamiltonian 力学) ：一根水平方向的
弹簧连着的两个小球，从 Hamiltonian 开始，求出运动方程，并做比较。

首先，我们写下来这个系统的 Hamiltonian，

H =
p2
1

2m
+

p2
2

2m
+

1

2
k (q1 − q2 − l)2

然后，带入 Hamilton 方程，得到

ẋ1 =
p1

m
,

ẋ2 =
p2

m
,

ṗ1 = −k (x1 + l − x2) ,

ṗ2 = −k (x2 − x1 − l) . (5.27)

这个方程和之前得到的方程完全一致。

例 5.10 (二级摆的 Hamiltonian 力学) ：这个问题会用到 Lagrangian 力学
和 Hamiltonian 力学的关系。固定在天花板上的轻质硬杆连着另一个轻质
硬杆，第二个轻质硬杆连着一个质量为 m 小球。假设这个系统就在一个平
面内运动（拉开小球到一定位置以后释放，这样避免由于初始速度的问题，
我们需要考虑在三维空间中的运动），写出这个小球的运动方程。
轻质表示质量可以忽略。硬杆表示长度不可伸长。以天花板上的轻杆固

定点做为零点，建立参考系坐标系，向下为 y 轴正方向，向右为 x 轴正方
向。选取自变量为第一个杆和竖直方向的逆时针方向夹角 α 和第二个杆和
竖直方向的逆时针方向夹角 β。我们先想办法写下来动能和势能。

x = l sin (α) + l sin (β),

y = l cos (α) + l cos (β).
于是，

Vx = l cos (α)α̇+ l cos (β)β̇,

Vy = −l sin (α)α̇ − l sin (β)β̇.

于是，

ET =
1

2
m

(
V2

x + V2
y

)
=

1

2
ml2

(
α̇2 + β̇2 + 2 cos (α − β) α̇β̇

)
,

EP = −mgl cos (α) − mgl cos (β).
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于是，

L =
1

2
ml2

(
α̇2 + β̇2 + 2 cos (α − β) α̇β̇

)
+ mgl cos (α) + mgl cos (β).

借助于 Lagrange 方程，这个 L 可以直接用来推导出来运动方程。这里，我
们希望回到 Hamilton 方程，于是我们想求出来以动量和位置为自变量的
H。按照定义，

pα =
∂L
∂α̇

=
1

2
ml2

(
2α̇+ 2 cos (α − β) β̇

)
,

pβ =
∂L

∂β̇
=

1

2
ml2

(
2β̇+ 2 cos (α − β) α̇

)
.

然后，从这里，我们反解出来 α̇, β̇ 做为 pα, pβ 的函数，然后代入到

H = α̇pα + β̇pβ − L

就可以得到 H。最后通过 Hamilton 方程得到运动方程。具体的计算这里就
省略了。
这个问题，如果你打算用受力分析来做，是非常非常麻烦的。如果需要

包含杆的质量，以及杆的长度的变化，我们仍然可以通过直接写下 L 来做，
而那个时候，通过受力分析来做，就几乎没有希望了。

分析力学的形式还能够帮助我们简化约束的处理，例如，考虑一个在曲
面或者曲线上运动的物体。这里我们就不再讨论，有兴趣的读者可以去看一
下 Dirac 的约束运动 [38]。

当然，除了分析更加简单了，分析力学形式的好处主要在于，现在，只
要给定位置（x）和动量（p）做为自变量的 H = H (x, p)，或者位置（x）和
速度（ẋ）做为自变量的 L = L (x, ẋ)，那么，系统的一切行为都确定了。在
这个意义上，我们说，这样的 H (x, p) 或者这样的 L (x, ẋ) 是一个系统的完
整的描述。注意，一般来说，p = ∂

∂ẋ L (x, ẋ) , mẋ。

5.5 作业

习题 5.1 N 个耦合谐振子系统，L =
∑N

j=0

[
m
2

q̇2
j − k

2
(q j − q j+1)

2
]
，其中 q0 =

qN+1 = 0。写出 H，还有运动方程。对于 N = 2，找出独立变量使得所有的
方程只依赖于自身的变量。求出来的这些“独立变量”被称为这个系统的正
则动量和正则坐标。
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习题 5.2 一跟硬杆连着的两个小球：两个小球通过一根硬杆（不能伸长和收
缩）相连，可以在整个三维空间中运动，写下这个系统的运动方程。

习题 5.3 三跟硬杆连着的三个小球：三个小球通过三根硬杆（不能伸长和收
缩）首尾相连，放在一个光滑平面上，写下这个系统的运动方程。

习题 5.4 三根弹簧连着的三个小球：三个小球通过三根弹簧首尾相连，放在
一个光滑平面上，写下这个系统的运动方程。

5.6 本章小结

通过力学的学习，我们已经了解到物理学的基本思考方式是描述事物
的状态，以及探索事物状态发生变化的原因。Newton 力学关心的是物体的
时空状态——在任何时间点上物体在什么位置、速度是多少，以及状态发生
变化的原因。利用力的概念，Newton 力学把原因与状态联系起来，也就是
Newton第二定律。我们还了解到这个问题完全由物体的 Hamiltonian描述，
从其中我们可以得到运动方程，然后在一定的初始条件下求解运动方程我
们可以得到物体任意时刻的状态，不管过去还是未来。最后，我们还了解到
运用受力分析和 Newton 第二定律来处理相互作用的多体系统以及受约束
的系统是很困难的，但是 Hamilton 力学使得这个问题更容易处理。
写下了一个经典系统的 Hamiltonian 就是知道了这个系统的所有信息，

配上初始条件就可以得到这个系统在相空间的轨道。
实际上，除了我们已经了解的经典力学的 Newton力学形式、Hamilton

力学形式，我们还有 Lagrange 力学形式。一方面，它们都是等价的。另一
方面，我们还可以找出一个更加基本的原理，从这个原理来推出这些力学形
式，而且都可以认为是从这个更加基本的原理得到的结果。这样的一个更
加基本的原理就叫做最小作用量原理。关于这个部分更详细的推导请参考
Landau 的《力学》[27]。追求更加统一的方式来描述自然是物理学的终极目
标之一。
最后提醒一个技术上要注意的细节：确定一个系统需要多少个变量来

描述，是一个非常重要的步骤。不同的选择有可能会非常大地影响分析计算
的复杂度。实际上，建立任何一个数学模型的第一步都是描述变量的选择。
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单粒子系统的量子力学
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我们把量子力学——也就是量子系统的数学模型——的主题内容分成
单体的量子力学和耦合的量子力学两个部分。其实，其理论完全就是一致的
——完全就是单体系统的量子力学。或者说，任意维数的量子系统，我们都
可以当作一个单体系统来研究。我们这里所做的区分仅仅是因为所计算分
析的量上的差别，而不是计算分析所用的理论或者工具的不同。在耦合系统
里面，我们关心纠缠态、纠缠态的形成、纠缠态的测量等问题。
这个部分的推荐阅读材料是：Feynman的《Feynman 物理学讲义》第

三卷 [7]、Ballentine的《Quantum Mechanics – a modern development》[8]、
喀兴林的《高等量子力学》[28]。
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这一章我们先构建描述量子系统的给定状态的数学模型。这个数学模
型必须能够对于任意的物理量的测量，给出与实验结果相符的理论推断。下
一章，我们再来讨论状态的演化的问题。

6.1 有关量子状态和测量的公理

公理 1 (量子态公理) 量子系统的状态由 Hilbert 空间上的密度矩阵 ρ 表示，
或者在特殊情况下，由 Hilbert 空间 V 的归一化的矢量 |µ⟩ 表示。

密度矩阵是 Hilbert 空间上的正定归一的 Hermitian 算符，满足

ρ† = ρ, tr (ρ) = 1, (6.1)

并且其本征值 p j 满足，

0 ≤ p j ≤ 1. (6.2)

当且仅当其中一个 pµ = 1（此时其他的本征值都是 0），

ρ = |µ⟩ ⟨µ| . (6.3)

这个时候也可以认为量子态的表示就是 |µ⟩。密度矩阵的形式更一般，当有
多个非零本征值的时候表示混合态。

区分纯态和混合态在以后的讨论中会有用。这里介绍一下纯态的概念。
测量得到一个系统的密度矩阵之后，我们把比较特殊的，满足

ρ = |ψ⟩ ⟨ψ| , (6.4)

141
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的密度矩阵称为纯态，不满足公式 (6.4) 的状态称为混合态。也就是说纯态
就是上面提到的密度矩阵有且仅有一个非零本征值的特殊情况。可以证明，
纯态满足

tr
(
ρ2

)
= tr (ρ) = 1, (6.5)

而混合态必然有

tr
(
ρ2

)
< 1. (6.6)

Hilbert 空间矢量存在加法、数乘、内积的操作。按照这个公理这些
操作也成了量子系统的状态上的相应操作。至于各个操作对于量子系统的
意义，例如什么情况下我们用两个矢量的加法 a |µ⟩ + b |ν⟩，于是相当于
a∗a |µ⟩ ⟨µ| + a∗b |ν⟩ ⟨µ| + ab∗ |µ⟩ ⟨ν| + b∗b |ν⟩ ⟨ν|，什么情况下我们用两个密度
矩阵的加法 p1ρ1 + p2ρ2，于是大概相当于 a∗a |µ⟩ ⟨µ|+ b∗b |ν⟩ ⟨ν|，我们还需
要以后进一步来了解。在这里先给出一个形式上的说明，具体含义到将来的
具体实验中会更清楚。
当一个状态可能由两个（也可以是多个，可以简单推广）方式发生的时

候，如果这两个方式不可区分——也就是我们根本不可能了解到底哪一种
情况发生了的时候，在量子状态上，我们采用矢量叠加，

ρ = a∗1a1 |ψ1⟩ ⟨ψ1|+ a∗1a2 |ψ2⟩ ⟨ψ1|+ a1a∗2 |ψ1⟩ ⟨ψ2|+ a∗2a2 |ψ2⟩ ⟨ψ2| , (6.7)

相当于

|ψ⟩ = a1 |ψ1⟩+ a2 |ψ2⟩ . (6.8)

其中，我们假设方式一对应着状态 |ψ1⟩（ρ1 = |ψ1⟩ ⟨ψ1|），方式二对应着状态
|ψ2⟩（ρ2 = |ψ2⟩ ⟨ψ2|）。当这两种发生的方式可以区分的时候——后面在具体
实验中我们会更清楚地解释什么是可区分什么是不可区分1，我们用概率性
叠加，

ρ = p1 |ψ1⟩ ⟨ψ1|+ p2 |ψ2⟩ ⟨ψ2| . (6.9)

将来我们会看到，在量子力学里面，矢量叠加和概率性叠加的区别和适
用条件是非常重要的。

公理 2 (量子观测量公理) 量子系统的可观测量由 Hilbert空间的 Hermitian
算符矢量 O 表示。

1或者说，任何时候都当作不可区分，于是都在用矢量叠加，直到遇到测量于是需要做部分迹的时候：
这个时候，从矢量叠加数学形式的密度矩阵开始，经过部分迹运算，合适的条件下自然就会得到概率性叠
加的密度矩阵。
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是不是所有的 Hermitian 算符矢量都可以成为量子系统的可观测量是
另一个问题。理论上应该可以，但是实际测量过程中，满足要求的仪器不
一定能够设计的出来。Hilbert 空间的线性 Hermitian 算符存在算符的加法、
数乘，线性变换等操作。按照这个公理，这些操作也成了对量子系统的可观
测量的相应的操作。这些操作 Ô1 + Ô2 对于量子系统的含义我们也需要进
一步来了解。

公理 3 (量子测量公理) 对于给定状态 ρ，测量可观测量 O 的所有可能结果
是 O 的本征值 o 的集合，每一个状态 o 出现的几率满足

Po = ⟨o| ρ |o⟩ . (6.10)

因此，测量的平均值满足

⟨O⟩ =
∑

o

oPo = tr (Oρ) (6.11)

其中我们用到了
∑

o oPo =
∑

o o ⟨o| ρ |o⟩ = ∑
o ⟨o|Oρ |o⟩，⟨o| 以及 |o⟩ 是 Her-

mitian 算符 O 的本征向量。对于 ρ = |µ⟩ ⟨µ| 的特殊情况，⟨O⟩ = ⟨µ |O| µ⟩。

公理 4 (量子测量后状态公理) 对于给定状态 ρ，测量可观测量 O 并观测到
状态 o∗，则测量以后，系统的状态成为特定的观测到的状态 ρ = |o∗⟩ ⟨o∗|。

测量以后的状态就是所测量到的状态。这一点，在经典力学的世界里头
不用特别指出：这本来就是测量的含义——测量就是测得系统当时的状态，
因此系统在测量之后的当时，必然就是测的的结果反映的状态。在量子的世
界里面，这一点不是那么平庸。我们把这个公理单独拿出来。通常的教科书
把它与上一个公理合在一起。
关于这一条公理，还有值得注意的地方。在实际测量过程中，对一个系

统的可观测量 O 的测量总是通过引入另外一个叫做测量仪器的系统 A，有
的时候这个仪器可以是同一个量子系统的不同的自由度——实际上相当于
不同的系统，来实现的。这个时候，记录下来的往往是测量仪器 A 的状态
α∗，当然这个 α∗ 与被测量的物理量的取值 o∗ 的对应关系是测量之前就已
经知道的知识。所以，实际的测量过程还牵涉到如何在 A 和 O 之间建立这
样的关联。这个问题，在这里我们不讨论。仅仅当作实现公理3和公理4的背
后的暂时不需要关心的一种机制。
下面，我们用这四条来解释上面提到的量子力学的实验。所谓解释就是

我们给出一张配方（菜谱），在实验的每一个阶段，你会知道对状态进行物
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理操作应该对应着什么样的数学操作，当时的状态是什么，测量得到的结果
是什么，而且这样的配方对所有的量子系统都适用。至于理解这个配方，是
以后的事情。为了和经典概率论相区别，这里我们也会尝试用经典概率论来
给出一个量子行为的配方。我们可以把经典概率论写成以下这个和上面的
量子理论非常相像的形式。这并不意味着我们认为物理世界存在两种完全
不同的数学描述——经典和量子描述，那样的话问题就成了哪些系统应该
用经典描述哪些用量子描述，两者的边界在哪里，系统的什么特征使得其更
加适合其中的哪一种来描述。同样的，前面这句附加的说明也不意味着我们
认为系统本质上就是量子的——那样的话，我们还需要回答其在什么样的
特殊情况下表现为经典的。关于这个世界到底是经典还是量子的问题我们
在 6.4 节和 6.5 节还会再一次讨论。在这里，我们只是形式上把经典随机客
体的理论独立提出来，并整理成和量子公理形式上一致的形式，然后尝试用
这个理论来描述量子系统的行为。

6.2 经典随机客体理论的公理形式

在这里，我们的经典概率论局限在有限的离散随机变量的范畴之内。实
际上，下面这个体系也可以拓展到可数无限的甚至连续取值的随机变量上
面去。

公理 5 (经典状态公理) 经典系统的状态由事件集合上的密度矩阵 ρ =
∑
µ pµ |µ⟩ ⟨µ|

表示。

经典事件以及经典密度矩阵可以通过 aρ1 + bρ2 的形式相加，但是不能
通过 a |µ⟩+ b |ν⟩ 形式相加。如果允许，就会出现 |µ⟩ ⟨ν| 这样的项，而经典密
度矩阵不能出现这样的项。

公理 6 (经典可观测量公理) 经典系统的可观测量由事件集合上的对称算符
矢量 O =

∑
µ Oµ |µ⟩ ⟨µ| 表示。

算符的加法和数乘是指这样的操作 Ô1 + Ô2 =
∑
µ (O1,µ + O2,µ) |µ⟩ ⟨µ|。

其中这里的基矢和密度矩阵的基矢都对应着基本简单事件 µ。也就是说，基
矢变换在这里没有意义。算符和密度矩阵完全对角，而且存在自然的基矢集
合。



6.2 经典随机客体理论的公理形式 145

公理 7 (经典测量公理) 对于给定状态 ρ，测量可观测量 O 的所有可能结果
是 O 的本征值 o 的集合，每一个状态 o 出现的几率满足

Po = ⟨o| ρ |o⟩ . (6.12)

因此，测量的平均值满足

⟨O⟩ =
∑

o

oPo = tr (Oρ) . (6.13)

公理 8 (经典测量后状态公理) 对于给定状态 ρ，测量可观测量 O 并观测到
状态 o∗，则测量以后，系统的状态成为特定的观测到的状态记为 ρ = |o∗⟩ ⟨o∗|。

我们看到经典概率论与量子理论的形式完全一致，唯一的区别就是量
子理论允许矢量相加（|µ⟩ = a |α⟩ + b |β⟩），于是写成密度矩阵的形式时
候（ρ = |µ⟩ ⟨µ| = a∗a |α⟩ ⟨β| + a∗b |β⟩ ⟨α| + ab∗ |α⟩ ⟨β| + b∗b |β⟩ ⟨β|）存在非
对角元（a∗b |β⟩ ⟨α| + ab∗ |α⟩ ⟨β|），而经典密度矩阵只存在对角元素（ρ =

pα |α⟩ ⟨β|+ pβ |β⟩ ⟨β|）。
为了简化记忆，所有的这些公理，唯一需要记住的公式就是

⟨O⟩ = tr (Oρ) , (6.14)

不管经典还是量子。从这个公式（公式 (6.14)）可以得到公式 (6.10) 和相应
的公式 (6.12)。取可观测量 P̂o = |o⟩ ⟨o|，其中 |o⟩ ⟨o| 是原来的可观测量的所
有的可能取值的一个，于是，

Po =
⟨
P̂o

⟩
= tr (|o⟩ ⟨o| ρ) = ⟨o| ρ |o⟩ . (6.15)

也就是说，无论经典概率论还是量子力学，整个静态描述的问题，完全就是
一个公式——公式 (6.14)。当然，两者还是有区别的，再强调一次：量子力
学的理论建立在矢量空间的基础上，因此允许矢量加法；经典概率论的理论
建立在事件集合的基础上，因此只允许概率叠加，没有矢量加法。前者导致
一般来说密度矩阵存在非对角元，后者导致密度矩阵完全对角，而且对角的
表象就是把简单事件作为基矢。因此，在经典系统中，我们必然候有

⟨µ| ν⟩ = δµν, (6.16)

而在量子系统中，我们可能有

|⟨µ| ν⟩| ∈ [0, 1] . (6.17)
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有了这些数学结构和以上的数学和物理之间关系公理，我们就可以来
讨论如何用量子理论来描述量子系统的行为了。

6.3 量子静态理论用于描述测量实验

我们首先来看一下自旋的测量的实验。看看经典概率论和量子理论能
否描述这个实验。然后我们会讨论光子 which-way 实验。光子过玻璃、双缝
干涉、三个偏振片的魔术，这几个实验就留给读者来解释了。

6.3.1 自旋的测量和再测量

实验装置如图 6.1(a)所示，让一个自旋先通过一个 z方向的磁场，然后
挡住 z 方向向下状态的出口，仅仅让 z 方向向上状态出射。然后让射出的自
旋接着再通过 z 方向的磁场。测量这个时候有几个输出。实验结果我们已经
知道，只有一个输出，就是向上。我们来构造这个实验的理论，也就是回答
每一个时刻的状态是什么，测量的物理量是什么，测量结果是什么的问题。

我们先来给这个系统选择一个 Hilbert 空间。将来我们会回答为什么这
样选择。基于量子力学公理，针对自旋的情况，整个状态和测量描述的配方
是这样的：对于某个方向的磁场 r̂ 出来的自旋翻转的仪器，我们写下来一个
算符

σr = r̂ · ⃗̂σ, (6.18)

其中

σx =

0 1

1 0

 , σx =

0 −i

i 0

 , σz =

1 0

0 −1

 . (6.19)

从这个仪器的向上（向下）方向出来的自旋处于这个算符的向上（向下）的
本征态 |↑r⟩（|↓r⟩），如果从两个方向出来的自旋用某种方式不可区分并且合
起来，那么，状态将是

|ψ⟩ = α |↑r⟩+ β |↓r⟩ (6.20)

其中 α, β 如何确定留待以后再说。这就确定了这个系统的 Hilbert 空间：所
有的这样的 |ψ⟩ 的集合。
有了状态 |ψ⟩ 以后，我们这样来构建测量：考虑一个测量的仪器其内部

磁场方向为 r̂0，先得到算符 σr0，并且得到相应的本征向量
∣∣∣↑r0

⟩
和

∣∣∣↓r0
⟩
，然

后测量结果和测量后状态按照公理3和公理4确定。
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图 6.1: (a) 自旋经过一个 z 方向 Stern-Gerlach 装置之后挡住向下的输出，
让向上的输出再一次经过 z 方向的装置。(b) 自旋经过一个 z 方向 Stern-
Gerlach 装置之后挡住向下的输出，让向上的输出经过 x 方向的装置。(c)
自旋经过一个 z 方向 Stern-Gerlach 装置之后挡住向下的输出，让向上的输
出经过 x 方向的装置，挡住向下的输出，让向上的输出进入 z 方向的装置。
(d) 自旋经过一个 z 方向 Stern-Gerlach 装置之后挡住向下的输出，让向上
的输出经过 x 方向的装置，“反射”之后合起来，再次进入 z 方向的装置。
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现在，我们先按照这个配方写下状态的数学表达式，然后验证其是否正
确。
通过第一个磁场之前的状态未知，我们不写了。通过第一个装置之后向

下方向被挡住，仅留下向上方向的自旋作进一步实验。这个时候自旋的状态
是

ρ1 = |↑z⟩ ⟨↑z| , (6.21)

第二个装置代表所测量的物理量是

σz = |↑z⟩ ⟨↑z| − |↓z⟩ ⟨↓z| . (6.22)

其本征向量是 |↑z⟩ 和 |↓z⟩。于是按照我们的理论，测量的结果是，p↑z = ⟨↑z| ρ1 |↑z⟩ = 1

p↓z = ⟨↓z| ρ1 |↓z⟩ = 0
. (6.23)

这个结果与实验结果一致——只有一个输出，向上。
这表明，在这个实验上，我们的理论能够解释实验。但是，这里的密度

矩阵和可观测量都是对角的，因此，这个理论既可能是量子的，也可能是经
典的。也就是说，这个实验可以用经典的，也可以用量子的理论来解释。下
面，我们再来看一个稍微有一点差别的实验。
让一个自旋先通过一个 z 方向的磁场，然后挡住 z 方向向下状态的出

口，仅仅让 z方向向上状态出射。然后让射出的自旋接着再通过一个 x方向
的磁场。测量这个时候有几个输出。实验结果我们已经知道，有两个输出。
我们来构造这个实验的理论，也就是回答每一个时刻的状态是什么，测量的
物理量是什么，测量结果是什么的问题。
注意，经过第一个装置以后的状态，不应该随着第二个装置的改变而改

变。这个是一个很重要的逻辑假定。因为第二个装置可以是在很远很远的将
来很远很远的地方做的测量，逻辑上很难接受，自旋经过第一个装置的状态
取决于很远的将来在很远的地方发生的事情。这个叫做因果律。一般情况
下，物理学需要尊重因果律。
于是，

ρ1 = |↑z⟩ ⟨↑z| , (6.24)

第二个装置代表所测量的物理量是

σx = |↑x⟩ ⟨↑x| − |↓x⟩ ⟨↓x| . (6.25)
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为了得到与实验一致的理论结果，我们正好有p↑x = ⟨↑x| ρ1 |↑x⟩ = ⟨↑x| ↑z⟩ ⟨↑z| ↑x⟩ = 1
2

p↓x = ⟨↓x| ρ1 |↓x⟩ = ⟨↓x |↑z⟩ ⟨↑z |↓x⟩ = 1
2

. (6.26)

这个结果用到了 ⟨↑x| ↑z⟩ =
√
2
2
这个两个矢量之间的内积关系2。

⟨↑x| 和 |↑z⟩ 分别是来自于 σx 算符和 σz 算符的本征向量，我们还需要
这两个向量之间的内积的模方处于 [0, 1] 之间。这一点仅仅在相互不对易的
算符之间能够实现。于是，我们发现，简单的各个物理量都是数（于是对易）
的经典理论不能描述量子系统的行为，必须是物理量是算符（于是不对易）
的量子理论才可以。当然，更加复杂的经典理论的可能性我们暂时不讨论，
可见第二章和第十一章。

现在，我们来进一步讨论下一个更加复杂的自旋实验。我们挡住上一个
实验中经过第二个装置以后的 x 方向向下的自旋，仅仅让 x 方向向上的自
旋出去。这个时候，我们再让这个出射的自旋经过一个 z 方向的磁场，问有
几个输出。实验结果是有两个输出。我们来看，我们的理论应该如何构造。

首先，按照我们的配方，这个先经过 z 方向向上再从 x 方向向上出射
的自旋与直接从从 x 方向向上出射的自旋的状态是一样的。在这里，所谓
一样的就是，无论做什么样的测量，结果都一样。也就是说，这个状态都是

ρ2 = |↑x⟩ ⟨↑x| . (6.27)

接着，这个状态需要做第三个装置也就是 σz 的测量，于是正好p↑z = ⟨↑z| ρ2 |↑z⟩ = ⟨↑z| ↑x⟩ ⟨↑x| ↑z⟩ = 1
2

p↓z = ⟨↓z| ρ2 |↓z⟩ = ⟨↓z |↑x⟩ ⟨↑x |↓z⟩ = 1
2

, (6.28)

和实验相符。到这里为止，这个实验的量子力学解释看起来好像和前面一个
没有什么区别，没有额外费劲。

2我们已经说过，经典概率论的任意简单事件需要满足 ⟨µ| ν⟩ = δµν，因此这个结果就表明经典概率论是
不能描述量子系统的行为的。当然，实际上更一般的经典概率论还是有可能的，例如尽管 |↑z⟩ 代表简单事
件但是 |↑x⟩ 代表了复合事件。简单事件和复合事件之间的内积就可以允许各种可能了。对于这样的更一
般的经典理论用来描述量子系统的行为的可能性的讨论可见第二章和第十一章。在这里我们就不展开讨论
了。简单地说，一个把 |↑z⟩ 看作简单事件把 |↑x⟩ 看作复合事件的理论是有缺陷的。这两个状态之间应该是
完全对称的，其差别仅仅是把仪器转动了一个方向而已。例如，我们可以让第一个装置取 x 方向，第二个
装置取 z 方向。那样的话，我们的经典理论就必须把 |↑x⟩ 看成简单事件，把 |↑z⟩ 看作复合事件。很难想
象，这样的理论是可行的。不过，实在有必要这样的理论也是允许的。
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但是，注意，我们来看一下这个最终结果：一开始 z 方向向下的成分被
挡住了，去掉了，然后经过某个操作（实际上是过 x 方向以后挡住向下的成
分），z方向向下的成分又回来了。这个结果，在经典世界里面，就好像是说一
个盒子的红球和黑球，首先去掉所有红球，接着去掉这些球里面玻璃做的留
下塑料的，然后，红球又出现了。这是一件多么不可思议的事情啊。但是，你
看，我们的量子理论可以描述这件事情，只要我们允许 ⟨↑z| ↑x⟩ =

√
2
2
, 0 , 1。

现在，我们来进一步讨论下一个更加更加复杂的自旋实验。我们挡住把
上一个实验中经过第二个装置以后的 x 方向向上和向下的自旋用磁场转弯
以后合起来3，然后让合起来的自旋经过一个 z 方向的磁场，问有几个输出。
实验结果是有一个输出。我们来看，我们的理论应该如何构造。

首先，按照我们的配方，这个先经过 z 方向向上的自旋状态是，

ρ1 = |↑z⟩ ⟨↑z| . (6.29)

这个自旋再分裂成两个可能的 x 方向的自旋本征态，

ρ1 = |↑z⟩ ⟨↑z| =
|↑x⟩+ |↓x⟩√

2

⟨↑x|+ ⟨↓x|√
2

. (6.30)

也就是说，相当于这样两个矢量的叠加，

|ψ1⟩ =
1
√
2
|↑x⟩+

1
√
2
|↓x⟩ . (6.31)

在这个实验的下一步，一组仪器使得这样分开的两个 x 方向的自旋状态又
重新合起来。对于最后一步进入 z 方向磁场并且从里面出来的自旋来说，我
们根本不可能区分它是走上面的路，也就是 |↑x⟩ 来的，还是走下面的路，也
就是 |↓x⟩ 来的。
这个时候就有了一个如何把两条路径的状态合起来的问题。在这里，我

们先暂时通过补充一个“公理”的形式来解决怎么合起来的问题，但是注
意，将来我们会发现这个“公理”并不独立于之前的量子力学公理之外。因
此，也就不是真的需要这一条公理。只不过，从前面的公理“推导”出来这
一条公理需要用到后面有关纠缠态和测量的知识，见 6.3.5 节和 6.4 节。于
是，我们先拿来当公理用。

3实际如何实现，这个实验比之前的几个实验要复杂，但是也是能够实现的。磁场可以使带电粒子转弯。
只要这个自旋在一个带电粒子上就可以设计出来这样的仪器。当然，实际真的设计及和做出来这样的仪器
是另外的问题。真实的实验实现还是见实验 (1.7) 光子版本的这个 which-way 实验。
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关于不可区分状态的临时公理：当一个系统存在由于多种不可区分的
方式导致的不可区分的状态的时候，这个系统处于这些不可区分状态的矢
量叠加态；如果两个状态可以区分，则处于这两个状态的概率叠加态。

以两个不可区分状态为例，就是，系统可能处于以下两个不可区分状
态，ρ1 = |ψ1⟩ ⟨ψ1| 和 ρ2 = |ψ2⟩ ⟨ψ2|，则系统处于

ρ =
1

N |αψ1 + βψ2⟩ ⟨αψ1 + βψ2| , (6.32)

其中 α, β 是代表两个状态所占振幅比例的系数，N 是归一化常数。当两者
所占你振幅比例完全一样的时候，我们取 α =

√
2
2

= β，于是 N = 1。如果
两个状态可区分，则系统处于

ρ = p1ρ1 + p2ρ1. (6.33)

其中 p1, p2 代表两个状态出现的可能性。注意，在这里，我们没有明确解释
什么是“可区分”什么是“不可区分”。这个等到在 6.4 节以后从前面的公
理推导出来这一条临时公理的时候再来讨论。

按照我们加了临时公理的配方，对于不可区分的状态，我们要做矢量叠
加，于是我们重新得到，

|ψ2⟩ =
1
√
2
|↑x⟩+

1
√
2
|↓x⟩ . (6.34)

也就是说，

ρ2 =
|↑x⟩+ |↓x⟩√

2

⟨↑x|+ ⟨↓x|√
2

= |↑z⟩ ⟨↑z| . (6.35)

接着，这个状态需要做 σz（它是下一个装置）的测量，于是p↑z = ⟨↑z| ρ2 |↑z⟩ = 1

p↓z = ⟨↓z| ρ2 |↓z⟩ = 0
. (6.36)

因此，只有一个输出。现在我们已经用基于量子力学公理的配方解释了
第一章中的所有的关于量子自旋的实验。我们发现这个配方能够解释所有
的实验结果。同时，我们也再一次提醒，经典力学不能解释这一系列实验。

注意，从这几个实验的解释我们看到量子力学区别与经典力学的基本
特征是，在量子情形取任意两个状态 µ, ν，⟨µ| ν⟩ = δµν 不一定满足，而经典
满足。
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6.3.2 为什么自旋算符要用 r̂ · ⃗̂σ?

在这一节的最后，我们来回答为什么自旋算符要用 r̂ · ⃗̂σ，为什么我们要
把 ρ1、ρ2 写成这个样子。在这里，我们假设通过用经典概率论来描述量子
系统的行为的尝试，我们已经知道了，量子系统的行为必须用算符的形式来
描述。我们仅仅来解释为什么算符和密度矩阵要这样写。
首先，我们说一个任意的 r̂ 方向的自旋算符在自己的本征矢量当做基

矢的坐标系下面，我们肯定有

σr̂ = |↑r̂⟩ ⟨↑r̂ | − |↓r̂⟩ ⟨↓r̂ | . (6.37)

这个表示对于任意方向的测量，我们得到两个结果——r̂ 方向向上或者 r̂ 方
向向下的输出。为了能够区分这样两个方向的输出，我们记其中一个方向的
结果为 +1（本征值），另一个为 −1（本征值）。于是，按照这个记号，一个 r̂

方向向上的输出（也就是观察到可观测量的值为 +1 的时候的测量后状态）
的状态应该记作，

ρ = |↑r̂⟩ ⟨↑r̂ | . (6.38)

于是剩下的问题就成了按照实验结果来定义合适的 ⟨↑z| ↑r̂⟩ , ⟨↓z| ↑r̂⟩ 了。假设
我们知道了这两个数，那么按照完全性关系，我们就可以得到，

|↑r̂⟩ = |↑z⟩ ⟨↑z| ↑r̂⟩+ |↓z⟩ ⟨↓z| ↑r̂⟩ . (6.39)

我们可以先尝试一下 ⟨↑z| ↑r̂⟩ = 0, 1 这样的行不行。我们发现这个和实
验不相符，取 r̂ = x̂ 为例，明明一个 x 方向的本征态和可以从一个 z 方向的
本征态里面出现，以及反过来。进一步实验我们甚至可以发现这些内积的数
值，例如 |⟨↑z| ↑x⟩|2 = 1

2
= |⟨↓z| ↑x⟩|2。于是，取这些概率幅的模（复数的相位

角部分该取多少以后再说）我们得到，

|↑x⟩ =
√
2

2
(|↑z⟩+ |↓z⟩) . (6.40)

我们直接在二维空间里面根据这个矢量来求得一个跟它完全正交的矢量

|↓x⟩ =
√
2

2
(|↑z⟩ − |↓z⟩) . (6.41)

于是

σx = |↑x⟩ ⟨↑x| − |↓x⟩ ⟨↓x| = |↑z⟩ ⟨↓z|+ |↓z⟩ ⟨↑z| . (6.42)
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同样的道理，通过实验，我们可以把任意的 σr̂ 表达成为 |↑z⟩ , |↓z⟩ 的形式。
于是，我们就得到了 σz 表象下的任意 σr̂ 自旋算符的形式。

关于从概率得到复数相位角的问题，实际上可以做一个循环来尝试，例
如可以假设 z 方向和 x 方向本征矢量内积的复数相位角，然后再假设 z 方
向和 y 方向本征矢量内积的复数相位角，于是原则上，就有了 x 方向和 y

方向本征矢量内积的复数相位角。而这个推导出来的 x 方向和 y 方向本征
矢量内积的复数相位角是否正确是可以实验检验的：让通过 x 方向磁场的
自旋接着通过 y 方向就可以。更具体的情况就不展开计算了。另外，这里的
“为什么”是在采用量子力学的数学模型的前提下的为什么，也就是说，假
设物理量是算符之后，问自旋算符为什么这样，而不是更基本的量子系统的
数学模型为什么必须是算符和矢量的那个为什么。

在这里，为了更加熟悉这些算符，我们把自旋算符的本征态的问题当做
例题做一下。

例 6.1 (自旋算符的表象) ：已知 σr̂ = ⃗̂σ·r̂ = σx sin (θ) cos (ϕ)+σy sin (θ) sin (ϕ)+

σz cos (θ)，其中 σx, σy, σz 为 Pauli 矩阵。求解矢量 |↑r̂⟩ 和 |↓r̂⟩ 在 σz 表象下
的形式。r̂ 方向由球坐标的两个角度 θ 和 ϕ 描述。

按照上面 σr̂ 的定义，以及 Pauli 矩阵的 σz 表象下的表达式，我们有，

σr̂ =

 cos (θ) sin (θ)e−iϕ

sin (θ)eiϕ − cos (θ)

 . (6.43)

于是，得到本征向量（本征值肯定是 ±1），

|↑r̂⟩ =
 cos

(
θ
2

)
sin

(
θ
2

)
eiϕ

 ,
|↓r̂⟩ =

 sin
(
θ
2

)
− cos

(
θ
2

)
eiϕ

 .
(6.44a)

(6.44b)

运用抽象矢量记号，我们可以把上面的矢量形式写作，

|↑r̂⟩ = cos
(
θ

2

)
|↑z⟩+ sin

(
θ

2

)
eiϕ |↓z⟩ ,

|↓r̂⟩ = sin
(
θ

2

)
|↑z⟩ − cos

(
θ

2

)
eiϕ |↓z⟩ .

(6.45a)

(6.45b)

可以验证 σr = |↑r̂⟩ ⟨↑r̂ | − |↓r̂⟩ ⟨↓r̂ |。
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图 6.2: 光子的 which-way 实验装置示意图

顺便，在一般的物理书里面，在自旋物理量算符和这个 Pauli 矩阵之间存在
着一个转换常数，S r̂ =

ℏ
2
σr̂。这个跟Planck 常数联系在一起的常数 ℏ = h

2π

不会造成本征向量的改变，因此所计算出来的所有的测量结果的概率都是
一样的，仅仅对本征值做了重新标度。实际上，我们应该称 Ŝ r̂ 为自旋算符
而不是 σr̂。不过，在这里，我们大多数时候不再区分它们。

6.3.3 光子的 which-way 实验

我们再来看一下光子 which-way 实验，如图 6.2。同样地，描述一个实
验我们需要描述任意时刻的状态，所测量的可观测量，测量的结果的所有可
能性和相应的几率。

关于光子的偏振，我们的配方是这样的。我们假定光子传播方向是 z 方
向，则定义算符4，

P̂θ =
∣∣∣H cos (θ) + V sin (θ)

⟩ ⟨
H cos (θ) + V sin (θ)

∣∣∣
−

∣∣∣H sin (θ) − V cos (θ)⟩ ⟨H sin (θ) − V cos (θ)
∣∣∣ . (6.46)

其中 θ 是在 x − y 平面内和 x 方向的一个夹角，H，V 分别是水平和竖
直方向的偏振。这个夹角的含义稍后实验中会看到。然后，经过一个内部
方向为 θ 方向的偏振片以后，透射出去的光的状态是这个算符的一个本
征态 |Hθ⟩ =

∣∣∣H cos (θ) + V sin (θ)
⟩
，反射出去的光的状态是另一个本征态

|Vθ⟩ =
∣∣∣H sin (θ) − V cos (θ)⟩。形式上，这两个本征态就相当于自旋算符里面

的 |↑r⟩ 和 |↓r⟩。这一步确定了通过仪器以后光子的状态。下一步我们给出描

4实际上偏振片实现了光路方向和偏振的耦合。这个物理过程的真正的算符形式比下面的算符复杂一些，
参考第十章。
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述测量结果的配方。对于给定的状态 ρ，经过一个 P̂ϕ 的仪器以后，观测得
到

∣∣∣Hϕ

⟩
态的几率是，

Pϕ =
⟨
Hϕ

∣∣∣ ρ ∣∣∣Hϕ

⟩
, (6.47)

并且测量后状态如果观测得到结果就是
∣∣∣Hϕ

⟩
的话，就是

∣∣∣Hϕ

⟩
状态。如果光

子不知道从两个分别对应着本征态
∣∣∣Hϕ

⟩
和

∣∣∣Vϕ

⟩
的路径的哪一个路径过来，

则需要做两个状态的矢量叠加。注意，这一部分的配方，实际上是完全类比
之前的自旋部分的配方写下来的。
我们来看以上的配方如何用于解释光子的 which-way 实验。经过第一

个透过 450 偏振光的偏振分束器以后（之前的我们不关心）的光子的状态为
450 偏振，于是相应的算符

P̂450 =
1

2
(|H + V⟩ ⟨H + V | − |H − V⟩ ⟨H − V |) . (6.48)

这个算符（仪器）的透射光状态是

ρ1 =
∣∣∣450⟩ ⟨

450
∣∣∣ = 1

2
(|H + V⟩ ⟨H + V |) . (6.49)

如果我们在 00 的偏振分束镜后面，也就是 m1 和 m2 的地方分别放两个探
测器，测量水平 H 和竖直 V 方向的偏振分量。我们来看一下，按照我们的
理论，我们会得到什么结果。我们的可观测量这时候是

O1 = P̂00 = |H⟩ ⟨H| − |V⟩ ⟨V | , (6.50)

这里本征值 ±1 代表屏幕的荧光点：水平方向（这个时候是光路方向，不
是偏振方向，记为 h，偏振方向为 H）过来的光达到屏幕上记为 +1，竖直
方向（记为 v，偏振方向为 V）过来的光达到屏幕上记为 −1。按照公理3，
Ph = ⟨H| ρ1 |H⟩ , Pv = ⟨V | ρ1 |V⟩，我们有测量结果的概率分布，

ρc
1 =

1

2
|h⟩ ⟨h|+ 1

2
|v⟩ ⟨v| = 1

2
|+⟩ ⟨+|+ 1

2
|−⟩ ⟨−| , (6.51)

也就是说水平方向、竖直方向收到光子的概率都是 1
2
，或者说屏幕上记录一

个 +1 或者 −1 的可能性都是 1
2
。这个预测与真实的实验结果完全吻合。实

际上，这里量子态的测量的结果最后是通过粒子到底走哪一条路径于是到
达哪一个探测器来确定的。在我们现在的数学形式中，我们特意避免了讨论
光子的偏振是如何和光子的路径纠缠起来的。稍后我们就会回到这个问题。
实际上，以后，我们还会多次回到这个问题。
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现在，我们用同样的配方，来看一下在第二个偏振分束镜做的测量。由
于经过第一个分束镜以后，两个光路被反射镜又完全合到了一起不再能够
区分，我们知道这个时候要重新做矢量叠加，于是

ψ2 =

√
2

2
(|H⟩+ |V⟩) , (6.52)

也就是，

ρ2 =
1

2
(|H + V⟩ ⟨H + V |) . (6.53)

光子的偏振状态完全与入射第一个分束镜的时候相同。第二个分束镜是按
照 450 来分开光束，也就是

O2 = P̂450 =
1

2
|H + V⟩ ⟨H + V | − 1

2
|H − V⟩ ⟨H − V | . (6.54)

于是，我们得到可能观测结果的几率分布，

ρc
2 = 1 · |h⟩ ⟨h|+ 0 · |v⟩ ⟨v| = 1 · |+⟩ ⟨+|+ 0 · |−⟩ ⟨−| , (6.55)

也就是说探测器 DT 所在的透射方向、探测器 DR 所在的反射方向收到光子
的概率分别是 1、0。这个结果也与实验结果完全吻合。

6.3.4 为什么偏振算符取公式 (6.46) 的形式？

下面，我们来解释为什么偏振算符取公式 (6.46) 的形式（也就解释了
为什么 |H + V⟩ 代表 450 的方向，|H − V⟩ 代表 1350 的方向），为什么重新
合起来的光子状态是 ρ2。同样的，这个解释不是为了理解，而是配方层次
的解释。
我们先规定 |H⟩ 代表 00 的方向，|V⟩ 代表 900 的方向的偏振光。那么

450 的偏振光如何表示呢？按照我们的公理1，所有的各个方向的偏振状态
的集合是一个 Hilbert 空间，而且这个空间还是两维的：原因是无论哪里一
个方向的偏振光过来，经过偏振分束镜以后只有两种可能——要么走水平
方向要么走竖直方向。因此，

∣∣∣450⟩ 必然能够表达成 |H⟩ , |V⟩ 的线性叠加，也
就是说， ∣∣∣450⟩ = α |H⟩+ β |V⟩ = cos θ |H⟩+ sin θeiϕ |V⟩ , (6.56)

其中我们用归一化条件找出了独立变量 θ, ϕ。对于高维的系统，这样的独立
变量会更难找。对于这个状态，我们重复前面 00 和 900 偏振的测量。如果
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我们只关心这两个状态出现的几率，则，理论上，在仅仅考虑这个 00 和 900

偏振两个事件的几率的前提下（其他方向的状态的测量暂时不考虑），观测
得到的所有可能值的分布函数是，去掉

∣∣∣450⟩ ⟨450∣∣∣ 中的非对角元，仅仅保留
对角元，

ρc
450 = cos2 θ |h⟩ ⟨h|+ sin2 θ |v⟩ ⟨v| . (6.57)

进一步通过实验我们发现这里的两个方向偏振光束的出射光是等几率的，于
是

cos2 θ = sin2 θ =
1

2
. (6.58)

于是， ∣∣∣450⟩ = √
2

2
(|H⟩+ |V⟩) . (6.59)

在这里其实还有到底是 θ = 450 还是 θ = 1350 的问题，还有 ϕ 的取值的问
题。前者人为规定一个就可以，不如直接就取成和已知的 450 相同。否则，
也不过就是语言换一下凡是写在前面的角度的 θ，实际上代入到公式 (6.46)

的时候，都要用 θ − 900。ϕ 的确定更加复杂一些，需要考虑多组偏振片的组
合，就像确定自旋算符的形式的过程中的那个复数相位值一样。我们暂时采
取最简单的 ϕ = 0。

有了 450 偏振态的矢量表达式，再加上 1350 偏振态的表达式，一个 450

方向偏振片的算符形式不过就是这两个本征态的叠加，于是，

P̂450 =
1

2
(|H⟩+ |V⟩) (⟨H|+ ⟨V |) − 1

2
(|H⟩ − |V⟩) (⟨H| − ⟨V |) (6.60)

类似地，我们可以通过实验加上以上的推导得到所有的 P̂θ 的算符形式。

用以上配方，我们可以类似地解释双缝干涉实验，以及光过玻璃的实
验。再一次强调，这里所谓的解释，其实是一个预测量子系统状态的机器，
一个数学模型：从一个最开始的状态出发（这个状态本身在给定实验条件的
情况下有固定的规则写下来），测量的结果是什么（可观测量原则上由给定
的实验仪器与步骤确定），测量以后的状态是什么；然后测量结果与测量以
后的状态能够通过进一步的实验检验。

物理学的理论，可以认为是对世界如何运行的描述，甚至有的时候可以
回答为什么的问题。但是，其基本任务是回答是什么，怎么样的问题。也就
是说，如果有一个理论，对于给定的实验条件、实验仪器、实验步骤的系统
的实验结果能够给出正确的计算结果，那么这个理论就是这个现象的好的
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理论。当然，一个更好的理论还要求能够解释更多的同类的现象。但是，只
要能够达到以上的目标，一个理论就能够建立起来。
在量子力学的理论中，路径积分量子化的物理图像就与我们这里的正

则量子化的图像有所不同。一个好的物理学家，对于核心的现象，头脑中常
常是多于一个理论的，而且还要能够在这些不同形式的理论之间自由的转
换。关于路径积分量子力学的图景可以参阅 [39]。

6.3.5 自旋和光子 which-way 实验解释的补充：纠缠

进入下一部分量子系统的演化之前，最后的问题：在自旋 which-way
实验中，为什么 ρ1 = (|↑z⟩ ⟨↑z|) 经过分束镜，然后经过反射镜，合回来的
光子状态还是 ρ2 = (|↑z⟩ ⟨↑z|)；在光子 which-way 实验中，为什么 ρ1 =
1
2
(|H + V⟩ ⟨H + V |) 经过分束镜，然后经过反射镜，合回来的光子状态还是

ρ2 = 1
2
(|H + V⟩ ⟨H + V |)。这两个问题一样，我们用光子的实验为例。这个

问题也就是关于矢量叠加态的临时公理的内容。因此，这一小节的讨论相当
于企图给这个临时公理找一个逻辑上的基础。这一小节和下一节6.4合起来
是对这个临时公理比较完整的说明或者说逻辑推导。
考虑光子的偏振和光子走的光路构成的整个系统，我们称先走水平方

向然后反射回到竖直方向的光路为光路 1，先走竖直方向然后反射回到水平
方向的光路为光路 2。在光子进入偏振分束镜之前，整个系统的状态为

ρP,T
0 =

1

2
(|H + V⟩ ⟨H + V |) ⊗ |0⟩ ⟨0| , (6.61)

其中 P,T 分别表示偏振（Polarization）和路径（Trojectory），0 表示在光
子经过分束镜之前的光路。此时它不区分光路 1, 2。经过分束镜进入反射镜
之前，

ρP,T
1 =

1

2
(|H ⊗ 1 + V ⊗ 2⟩ ⟨H ⊗ 1 + V ⊗ 2|) . (6.62)

这表示偏振为 H（V）的光子走的是路径 1（2）。经过反射镜之后到达最后
的分束镜之前，

ρP,T
2 =

1

2
(|H ⊗ 0 + V ⊗ 0⟩ ⟨H ⊗ 0 + V ⊗ 0|)

=
1

2
(|H + V⟩ ⟨H + V |) ⊗ |0⟩ ⟨0| . (6.63)

这表示偏振为 H 和 V 的光子走的路径重新不可区分（关于这个不可区分性
下一节6.4有更详细的解释。这里表示路径重新合起来之后，到底从哪一条
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路径过来的已经不可能知道了）。对于这个状态，如果我们只关心偏振状态
而不是光子的路径的话，那么这个系统的状态就跟如下状态等价

trT
(
ρP,T
2

)
=

1

2
(|H + V⟩ ⟨H + V |) . (6.64)

我们得到的状态正好是前面的 ρ2。这里，我们用了部分迹的运算 trT (·)，它
表示对变量 T 的自由度求和。当我们需要计算的可观测量只与 P 的自由度
有关的时候，按照公理3，

⟨
OP

⟩
= tr

(
OPρP,T

)
= trP

(
OPtrT

(
ρP,T

))
. (6.65)

因此，trT (ρP,T ) 就好像是这种情况下系统在 P 自由度下的状态，称为约化
密度矩阵。在经典概率论中，对应的数学概念就是约化密度分布函数。
注意，如果我们直接对公式 (6.62) 做部分迹的计算，则得到

trT
(
ρP,T
1

)
=

1

2
(|H⟩ ⟨H|+ |V⟩ ⟨V |) . (6.66)

这是一个混合态，概率性混合。这个和对公式 (6.63)做部分迹得到的结果也
就是公式 (6.64)——这里还是纯态还是矢量叠加——不一样。其根本原因是
公式 (6.63) 里面包含了偏振自由度和路径自由度的纠缠在一起的信息，而
公式 (6.62) 里面两者已经独立。这里独立的含义是给定一个两个随机变量
（可以更一般更多个随机变量）的密度分布函数，满足如下的独立事件概率
相乘的性质，

ρ12 = tr2
(
ρ12

)
tr1

(
ρ12

)
. (6.67)

光子经过 00 偏振分束器以后偏振自由度和路径自由度纠缠在了一起，但
是经过反射，这两个自由度又独立出来了，于是，经过部分迹之后，ρ2 =

(|↑z⟩ ⟨↑z|) = ρ1。自旋的情况与此相同。

6.4 粒子走哪一条路径和概率叠加原理

现在，我们来回答第一章当中提出的一个问题：为了描述量子系统的行
为，我们不能同时保留“粒子走哪一条路径”和“概率叠加原理”，那么我
们保留什么，去掉什么。在我们这一章中已经建立的量子理论告诉我们，首
先，我们需要用“量子事件叠加原理”（更多的时候被称作“量子矢量叠加
原理”或者“态叠加原理”）来代替“概率叠加原理”。现在，我们再来看一
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图 6.3: 加了探测器的光子的 which-way 实验装置示意图

下，是不是我们就可以留着“粒子走哪一条路径”了呢，是不是“概率叠加
原理”在量子力学就不能用了呢？讨论清楚了这个问题，我们也就明白了如
何从前面的公理来推导出来关于不可区分状态的叠加这一条临时公理。

关于不可区分状态的叠加的临时公理已经说了对于实验中不能区分的
两条路径，我们用“量子事件叠加原理”；对于实验中能够区分的两条路径，
我们用“概率叠加原理”。也就是说，粒子走一条路径或者走另一条路径的
说法仅仅在“概率叠加原理”成立的情形下有意义，对于必须要用到“量子
事件叠加原理”的情形，因为我们不再能够区分粒子到底走哪一条路，我们
不在采用“粒子走一条路径或者走另一条路径”的说法，也不再问是否“粒
子同时走两条路”，而是简单粗暴地把两条路径所代表的状态直接按照“量
子事件叠加原理”加起来。也就是说，当我们能够问和回答“粒子走哪一条
路径”的时候，我们需要用“概率叠加原理”，否则，当我们从根本上就不能
回答“粒子走哪一条路径”的时候，我们需要用“量子事件叠加原理”。那
么，为什么这样？能够回答“粒子走哪一条路径”是什么意思。这个和纠缠
有关。

下面我们采用如图 6.3 加了探测器的光子的 which-way5来给这两个叠
加原理做一个比较，给“能否回答粒子走哪一条路径”做一个说明。

首先，我们考虑入射光的偏振状态

ρP
1 =

∣∣∣450⟩ ⟨
450

∣∣∣ = 1

2
(|H + V⟩ ⟨H + V |) . (6.68)

5实际上这个探测器可以通过在光路的后面增加一个叫做量子消除器（Quantum Erasor）的偏振片来
实现 [40]。
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加上光路状态以后，我们有

ρP,T
1 =

1

2
(|H + V⟩ ⟨H + V |) ⊗ |0⟩ ⟨0| . (6.69)

其中 |0⟩ ⟨0| 表示进入第一个偏振分束器之前的光路。接着，我们考虑经过第
一个偏振分束器之后的状态，

ρP,T
2 =

1

2
(|H ⊗ 1 + V ⊗ 2⟩ ⟨H ⊗ 1 + V ⊗ 2|) . (6.70)

下一步，我们考虑增加探测器的效果，

ρP,T
2D =

1

2
(|H ⊗ 1 ⊗ D1 + V ⊗ 2 ⊗ D2⟩ ⟨H ⊗ 1 ⊗ D1 + V ⊗ 2 ⊗ D2|)

=
1

2
(|H ⊗ 1 ⊗ D1⟩ ⟨H ⊗ 1 ⊗ D1|

+ |H ⊗ 1 ⊗ D1⟩ ⟨V ⊗ 2 ⊗ D2|

+ |V ⊗ 2 ⊗ D2⟩ ⟨H ⊗ 1 ⊗ D1|

+ |V ⊗ 2 ⊗ D2⟩ ⟨V ⊗ 2 ⊗ D2|) . (6.71)

我们称这个状态为纠缠态，光子偏振自由度的状态和哪一个探测器被激活这
两个变量之间存在着相互联系。关于纠缠态的更进一步的讨论可见第九章。
这个时候，我们来做一件在经典概率论中经常做的事情，约化分布函

数：对于两个随机变量的联合分布函数，如果我们只关心其中一个变量的分
布函数，我们取

ρ1 = tr2
(
ρ12

)
= tr−1

(
ρ12

)
. (6.72)

有的时候我们也用后面的记号，表示把系统 1 的变量留下来，其它都取和
或者积分掉。现在，我们利用这个公式对探测器的状态取和，也就是说，把
探测器的状态取和以后的状态是

ρP,T
2/D

= ⟨D1| ρP,T
2D |D1⟩+ ⟨D2| ρP,T

2D |D2⟩

=
1

2
(|H ⊗ 1⟩ ⟨H ⊗ 1|+ |V ⊗ 2⟩ ⟨V ⊗ 2|) . (6.73)

这个时候我们发现，非对角元全部消失了！这个状态下，如果我们计算输出
的结果的几率，我们就会发现，有两个输出，而且几率相等。其中 /D 表示
把探测器变量求和掉。
于是，我们发现，如果加入探测器，那么，实验结果是有两个输出，和

经典概率论的解释一致，而且也与实验结果一致 [41]。也就是说，加入了探
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测器之后，粒子到底走哪一条路径，成了可以分辨的了，于是，我们应该采
用两条路径的状态的“概率叠加”。其结果正好就是公式 (6.73)。那么什么
时候得到的状态会回到形如公式 (6.64) 的“量子态叠加”呢？在一种情况下
可能：探测器 D1 和 D2 完全不准确，不管粒子过哪一条路径，探测器都会
发光，或者都不发光。例如原来准确的探测器如果发现路径 1（2）有光子
就显示红（绿）光，但是现在的探测器不管那个光路上有光子都显示白光。
于是实际上

D1 = D2 = D� (6.74)

那么，这个时候再对公式 (6.71) 经过部分迹求和之后，我们得到

ρP,T
2/D

=
1

2
(|H ⊗ 1 + V ⊗ 2⟩ ⟨H ⊗ 1 + V ⊗ 2|) , (6.75)

也就是公式 (6.64)。
在上面的计算过程中，我们没有用到那条临时公理，我们依靠的是前面

的公理，以及部分迹这个数学操作对于纠缠态的作用结果。我们发现探测器
完全准确则得到概率叠加态，完全不准确则得到矢量叠加态。
所以，实际上我们的“路径能否区分”的概念在这里就相当于探测器是

否准确。对于完全准确的探测器，我们采用“概率叠加”，对于完全不准确
的探测器，我们采用“量子态叠加”。对于粒子走哪一条路径的问题，在完
全准确的探测器的情况下，我们可以问。在完全不准确的探测器的情况下，
我们不能问这个问题。我们也不能问是否粒子同时走两条路径的问题。因为
只要你问这样的问题，为了回答它们，我们就需要准确的探测器。然后，只
要有准确的探测器，实际上我们就不得不放弃“量子态叠加”而采用“概率
叠加”，整个得到的状态就不再是加入探测器之前的状态了。从前面的准确
与否的探测器的问题，我们可以看到，如果探测器准确，则光子的偏振状态
和路径之间建立起来了一一对应关系（将来我们会专门有一个词来描述这
样的对应——纠缠），则做完部分迹以后更像经典态；如果探测器完全不准
确，则做完部分迹之后的状态更像量子态。因此，有可能由前面的经典随机
客体的公理所描述的经典世界，是由量子公理所描述的世界的特殊情形。当
然，也有可能，我们本来就有经典和量子两个不同的世界。
更一般地来说，状态是否可区分总是对应着一个系统本身状态的自由

度和某个外界用来标志这个状态的另一个自由度的“纠缠”，然后，我们需
要对这个这个纠缠之后的状态做部分迹。部分迹之后可能得到矢量叠加态
也可能得到概率叠加态，取决于纠缠的程度：完全没有纠缠的状态在部分迹
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之后得到满足矢量叠加的纯态，完全纠缠则得到完全概率叠加的混合态，一
般的纠缠态得到两者之间的混合态。因此，临时公理也就不需要了，只需要
在考虑一个系统的时候，把可能的和这个系统纠缠的其他自由度也考虑进
来，并且在仅仅关心系统的时候，做部分迹，就自然会得到正确的矢量叠加
态或者概率叠加态。

当然，在你明白量子系统的量子性被探测器破坏之前需要采用“量子态
叠加”之后，那么你就算采用“粒子同时走两条路径”或者“粒子走的路径
有两个可能”的说法的时候——只要你确实采用“量子态叠加”的方式——
就没有问题。路径积分量子力学就建立在这样一个图景之上。现在我们强
调在量子力学里面“粒子到底走哪一条路径”的问题不能问（问了就需要
测量，测量了就改变了状态），但是路径积分形式的量子力学就采用这样一
种视角 [39]：每一条路径，记为 L，的贡献可以写成一个复数形式的振幅
A (L) eiS(L)，然后我们需要把所有的路径的贡献采用“量子态叠加”的方式
加起来，得到的结果就是整体的量子态。

在本节的最后，我们交代一个我们故意隐藏起来的问题：为什么从两个
随机变量的联合密度矩阵通过部分迹运算我们得到的是其中一个变量的密
度矩阵，或者说更好的问题是——如果我们承认这个部分迹操作是从联合密
度矩阵到部分变量的密度矩阵的定义的话，那么我们需要回答什么时候我
们要做这样的操作，什么时候不做。例如，就算我们已经得到了公式 (6.75)，
如果我们对它做一个光路的部分迹，我们就会得到

ρP
2, f alse =

1

2
(|H⟩ ⟨H|+ |V⟩ ⟨V |) . (6.76)

而这个密度矩阵给出的结果是将来有两个输出，是不符合实验结果的。于
是，我们的问题是，为什么现在我们不做这个光路部分自由度的部分迹操
作，而对于探测器的问题，我们需要做部分迹操作呢？什么东西使得探测器
成了特殊的一个东西，凡是看见它们以后都需要做一个部分迹呢？

你也许猜测是因为路径的信息可以通过反射镜再一次抹掉，也就是路
径 1, 2 重新变成路径 0，但是探测器记录到了光子经过了那就不能再抹去
了。那么，接着问，能和不能抹去的差别是什么物理特质造成的？如果我们
想办法把探测器得到的记录毁掉不去看，算不算抹去？

这个“什么时候用部分迹”的问题我们现在还回答不了。但是，这是一
个将来需要回答的问题。如果你想了解更多，你可以在 Google6上检索“退

6google 网页搜索服务，http://www.google.com，2017 年 5 月 31 日访问。

http://www.google.com
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相干”或者“decoherence”，以及等你来做更深入的研究。
现在，我们坚持对纠缠在一起的两个或者多个自由度，或者两个或者多

个系统，当我们仅仅关注其中的一个自由度或者一个系统的状态的时候，我
们需要对其做部分迹，把不关心的自由度消掉。在逻辑上，一旦我们这样来
看，那么，关于态叠加的临时公理就不再是独立的了，它可以从量子力学的
其他公理中推导出来。

习题 6.1 加了探测器的双缝干涉：阅读《Feynman 物理学讲义》第三卷关
于双缝干涉以及加了探测器以后的双缝干涉的部分，用在里学到的 Dirac符
号密度矩阵的语言，以及这里的部分迹，来重新推导和表述书里面的主要论
证和结论。

6.5 试试把测量分成三个步骤

有了上面的实验解释和部分迹的铺垫，在这一节，我们来尝试给测量建
立一个更加清楚的图景，也交代对测量的理解上的问题所在。

对于测量，我们首先要有一个目标状态和测量物理量，前者表现为一个
密度矩阵 ρ

q
0，后者表现为一个算符 O。其实我们还需要一个测量仪器 m。我

们知道测量的形式理论，也就是测量公理是这样表达的：测量得到的结果是
算符 O 的某一个本征值 o，其几率（可以理解为如果同样的 ρ

q
0、O 和同样

的 m 重复多次做系综测量得到的统计规律）是 p0 = tr
(
|o⟩ ⟨o| ρq

0

)
；测量后

状态，在观测到 o∗ 本征值的条件下是 |o∗⟩ ⟨o∗|。当我们问测量的物理过程到
底是怎样，而不仅仅是形式理论的时候，我们关心的是 q 系统和 m 仪器是
如何相互作用的，以至于导致了上面的形式理论结果。关于这一点，我们还
需要了解“退相干”，还需要进一步学习量子态的演化尤其是第十章。甚至，
还有需要进一步研究的地方。在这一节，我们仅仅给这方面的思考和探索开
一个头。

我们把测量分成如下三个步骤，看看是否能够比形式理论走得更深一
步，

ρ
q
0 ⊗ ρm

0

1
−−−→ ρqm

2
−−−→ ρm

3
−−−→ |m∗⟩ ⟨m∗|

4
−−−→ |o∗⟩ ⟨o∗| . (6.77)

其中第 4 步完全就是逻辑上的推导：测量仪器上显示是状态 m∗ 则必然被测
量系统的状态就是相应的 o∗。这样一个状态相互对应的体系是设计测量仪
器的时候就要明确的，例如指针向上（向下）就是自旋 z 方向向上（向下）
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态之类的。因此，这里我们关心前面三步。我们已经看到对于自旋状态和自
旋的路径，光子偏振和光子的光路，第一步往往是这样的，

(α |H⟩+ β |V⟩) (α∗ ⟨H|+ β∗ ⟨V |) ⊗ |0⟩ ⟨0|
1
−−−→ (α |H ⊗ 1⟩+ β |V ⊗ 2⟩) (α∗ ⟨H ⊗ 1|+ β∗ ⟨V ⊗ 2|) . (6.78)

这一步的主要任务就是在系统的状态和测量仪器的状态之间建立起来一一
对应的关联。第二步往往是通过部分迹来完成的。在概率论上，部分迹的含
义是当有多个变量的时候，如果我们忽略某些变量，仅仅关注一部分变量，
则需要运用部分迹。

(α |H ⊗ 1⟩+ β |V ⊗ 2⟩) (α ⟨H ⊗ 1|+ β ⟨V ⊗ 2⟩|)
2
−−−→ (α∗α |1⟩ ⟨1|+ β∗β |2⟩ ⟨2⟩|) (6.79)

第三步实际上就是从这个概率分布中抽取一个样本的过程，也就是，

(α∗α |1⟩ ⟨1|+ β∗β |2⟩ ⟨2⟩|)
3
−−−→ |1⟩ ⟨1| (6.80)

或者

(α∗α |1⟩ ⟨1|+ β∗β |2⟩ ⟨2⟩|)
3
−−−→ |2⟩ ⟨2| (6.81)

分别以概率 α∗α 和概率 β∗β。
这里无论哪个步骤都是挺神奇的：第一步，被测量系统和仪器构成的整

体系统从没有关联的状态演化成为一个关联的状态；第二步，整体系统中被
测量系统的变量被求和掉；第三步，从一个概率分布函数中抽样得到具体的
其中的某一个状态。其中第一步我们将来会在第七章量子系统的演化中讨
论。另外的两步，逻辑上好像也很自然。但是，我们已经提到，还存在问题：
第一，什么情况下我们要做这个部分迹求和？第二，从概率分布中抽样得到
一个具体的值真的是一件容易被理解的事情吗？假设经典纯随机客体存在，
例如纯随机的硬币，我们如何理解看之前这个硬币可能有两个状态，但是
看了之后必然处于其中的某一个这样一件事情呢？这个硬币的状态改变了
吗？更重要的，这个硬币的状态客观吗，还是受观察者的“意识”影响从而
改变了状态？在这个问题上，强烈推荐大家再一次去看一下 Coleman 的讲
座《Quantum Mechanics in Your Face》7。关于这个问题的思考，我们以后

7见http://media.physics.harvard.edu/video/?id=SidneyColeman_QMIYF

http://media.physics.harvard.edu/video/?id=SidneyColeman_QMIYF
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在还会继续，暂时先停在这里。请大家思考，经典随机性客体的测量也可以
表达成上面的三步的过程吗？

6.6 完整地测量自旋的状态

由于量子测量的几率特征，见公理3和公理4，单次测量给我们的信息有
限。例如如果一次测量给我们的结果是某个本征值出现了，我们仅仅能够
说：这个被测量的状态和出现这个本征值代表的状态不正交，包含了这一部
分分量。那么，这个时候，我么自然就要问这样一个问题：我们如何通过测
量明确地知道一个量子态呢？例如，对于一个从 z 方向向上射出的自旋，是
不是我们只有采用了 z 方向的测量，而且一直看不见向下的地方有输出，我
们才知道这个自旋的状态确实是 |↑z⟩ 呢？如果是这样的话，我们如何从所有
的方向中，刚好选到了这个 z 方向呢？我们不仅仅对给定的方向要做很多次
测量，还需要选择所有的方向都尝试那么多次的测量。如果是这样的话，通
过测量来确定量子态就是一个非常不可能完成的任务了。

实际上，我们有更简单的办法。任意的自旋的状态，可以表达成，

ρ =

 p q

q∗ 1 − p

 . (6.82)

总共就是三个变量（复数 q 算两个），也就是说，如果我们把实验设计好了，
我们只需要三个试验结果就可以得到这个状态的一般表达式。我们来试试
测量 σx、σy、σz 的平均值。例如，

⟨σz⟩ = tr (ρσz) = 2p − 1. (6.83)

也就是说，如果我们测量得到 σz 的平均值，那么我们也就知道了参数 p。
接着，我们有

⟨σx⟩ = q + q∗,
⟨
σy

⟩
= i (q − q∗) . (6.84)

于是，我们只需要把这三个自旋的平均值都测量一下，当然，这三个中的每
一个量的测量还是需要做系综测量才能得到平均，而不是对所有的方向都
需要做系综测量，就可以得到自旋的状态了。
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6.7 量子与经典密度矩阵的区别

这一部分，我们来尝试用经典密度矩阵来解释双缝干涉现象、光子
which-way 实验和电子 which-way 实验。在那之前，我们尝试来解释一下更
简单的一个或者两个 Stern-Gerlach 装置的 Stern-Gerlach 实验。
先考虑一个只有一个 Stern-Gerlach 装置的实验，由于初始自旋状态没

有完全确定，这个实验通常会出现两个斑点，就好像在原始的Stern和Gerlach的
实验的结果一样。这样的一个结果，其实是可以简单地用一个两状态的经典
随机客体——就好像一个完全随机的硬币——来描述的，其状态大概可以
这样，

ρc = p↑ |↑⟩ ⟨↑|+ p↓ |↓⟩ ⟨↓| . (6.85)

当考虑两个 Stern-Gerlach 装置的实验的时候，我们还是可以写下来经
典的密度矩阵来解释实验。例如，先通过 z 方向，堵住向下的自旋仅仅让向
上的自旋进入 z 方向的下一个 Stern-Gerlach 装置，看看有几个输出。我们
已经知道实验结果是一个输出。能够解释实验结果的纯随机客体的经典密
度矩阵可以写成这样，

ρc = |↑⟩ ⟨↑| . (6.86)

于是，可以计算得到这个测量的结果只有一种可能（重复多次的话，屏幕上
会有一个斑点）。

再例如，先通过 z方向，堵住向下的自旋仅仅让向上的自旋进入 x方向
的下一个 Stern-Gerlach 装置，看看有几个输出。我们已经知道实验结果是
两个输出。能够解释实验结果的纯随机客体的经典密度矩阵可以写成这样，

ρc =
1

2
(|↑x⟩ ⟨↑x|+ |↓x⟩ ⟨↓x|) . (6.87)

可以计算得到这个测量的结果有两种可能（重复多次的话，屏幕上会有两个
斑点），这两种可能的几率都是 1

2
。

那么这样的经典密度矩阵是不是也能够解释三个 Stern-Gerlach 装置的
实验例如先过 z 挡住向下的自选再过 x 挡住向下的自选然后再过 z 的那个
S zS xS z、双缝干涉现象、光子 which-way实验和电子 which-way实验呢？我
们试试。我们仅仅用电子自旋 which-way 实验（图 6.1d）为例，解释其他
的几个实验所需要的实际上背后的数学是一样的。
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还是按照前面的配方，第一步，到达 σx 磁场之前的状态是

ρS ,T ;c
0 =

1

2
(|↑x⟩ ⟨↑x|+ |↓x⟩ ⟨↓x|) ⊗ |0⟩ ⟨0| . (6.88)

经过 σx 磁场之后，到达最后的 σz 磁场之前，

ρS ,T ;c
1 =

1

2
(|↑x ⊗1⟩ ⟨↑x ⊗1|+ |↓x ⊗2⟩ ⟨↓x ⊗2|) . (6.89)

经过最后的 σz 磁场之前，

ρS ,T ;c
2 =

1

2
(|↑x⟩ ⟨↑x|+ |↓x⟩ ⟨↓x|) ⊗ |0⟩ ⟨0| , (6.90)

回到入射自旋的状态。然后我们需要计算测量得到 |↑z⟩ 和 |↓z⟩ 方向自旋的
几率。原则上，为了计算这个，我们需要代表这两个方向自旋的算符 σc

x 和
σc

z，然后分别求出来它们的本征向量，再利用 Psc
z =

⟨
sc

z

∣∣∣ ρ ∣∣∣sc
z

⟩
算出这样的自

旋方向的几率。实际上，经典力学框架之内，我们找不到这样的算符的数学
形式。我们只能够通过实验来给一个说法。
首先，我们注意到，对于我们的具体情况，

Psc
z =

⟨
sc

z

∣∣∣ ρP,T ;c
2

∣∣∣sc
z

⟩
=

1

2

⟨
sc

z

∣∣∣ ρS ,T ;c
2,↑x

∣∣∣sc
z

⟩
+

1

2

⟨
sc

z

∣∣∣ ρS ,T ;c
2,↓x

∣∣∣sc
z

⟩
=

1

2
Psc

z (↑x) +
1

2
Psc

z (↓x) . (6.91)

其中，ρS ,T ;c
2,↑x
代表 ρP,T ;c

2 的第一部分（关于 |↑x⟩ ⟨↑x| 的部分），ρS ,T ;c
2,↓x
代表 ρP,T ;c

2

的第二部分（关于 |↓x⟩ ⟨↓x| 的部分）。这个公式表明，不管 σc
r̂ 是什么，概率

性叠加公式是成立的：某事件有两种发生的可能，则其概率是这两种事件发
生概率按照全概率公式取和。现在，我们需要知道 Psc

z=1 (↑x) , Psc
z=−1 (↑x) 和

Psc
z=1 (↓x) , Psc

z=−1 (↓x)。因为没有算符的具体形式，我们通过如下的实验来推
算这几个数值。制备自旋状态 |↑⟩ ⟨↑|，然后做过 z 方向磁场的测量。也就是
让上面的实验中的路径 1 的自旋直接通过 z 方向磁场，同时把路径 2 的自
旋挡住。实验告诉我们，过了 z 方向磁场之后有两个可能的输出光斑，多次
实验告诉我们这两个光斑的强度在误差范围内完全相同。于是我们知道，

Psc
z=1 (↑x) =

1

2
= Psc

z=−1 (↑x) (6.92)

类似的，我们可以通过让路径 2 的自旋单独通过 z 方向磁场，得到

Psc
z=1 (↓x) =

1

2
= Psc

z=−1 (↓x) (6.93)
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于是，代入公式 (6.91) 得到

Psc
z=1 =

1

2
· 1
2
+

1

2
· 1
2
=

1

2
= Psc

z=−1. (6.94)

最终我们得到：按照经典力学的几率表达式公式 (6.88)，我们会得到两个可
能的输出光斑，而且其多次实验得到的强度相同。这个计算结果与实验完全
不相符。
对比公式 (6.35) 和公式 (6.87)，我们看到其区别就是

∆ρ =
1

2
(|↑x⟩ ⟨↓x|+ |↓x⟩ ⟨↑x|) . (6.95)

这个部分只有在量子的密度矩阵中存在，经典的没有。然而这部分对于解释
量子系统的实验行为是非常重要的。由于这些项的存在，我们能够用量子力
学的公理来“计算出来”量子系统的测量结果，而不能用没有这些项的经典
概率论的公理来“计算出来”量子系统的测量结果。
由于量子系统的状态由 Hilbert 空间的矢量描述，而矢量可以用基矢的

叠加来表示（例如 |µ⟩ = µ1 |v1⟩+ µ2 |v2⟩），当我们把这样的矢量转变成为密
度矩阵的时候（ρ = |µ⟩ ⟨µ|），必然会带来以上形式的交叉项。我们粗略地称
之为密度矩阵的非对角元。之所以“粗略”是因为这些非对角元在其它的表
象下，可以成为对角元。而且，因为密度矩阵是 Hermitian 的，这样的表象
总是存在的，尽管这个表象和具体实验中的可观测量的表象经常不一样。如
果两者一样，那么在这个一样的表象下，密度矩阵和可观测量都是对角的。
这个时候，整个系统的数学形式就完全回到了经典概率论的形式。至少在这
个可观测量的测量的角度来说，量子性（相干相消或者相干相长）消失了。
当然，同样的系统，如果我们考虑另外一个可观测量，只要这个可观测量对
应的算符与前一个可观测量不能对易（可对易算符有共同本征矢量集合），
那么这个时候量子性又会体现出来。因此，也可以说量子力学的量子性体现
在算符的非对易性上：物理量不再是数，而是矩阵或者说算符。
尽管我们一再指出，通过量子实验表现出来的量子系统的行为使得我

们有必要引入事件之间的加法操作，才是量子力学的数学采用矩阵的形式
的根本原因，其实，形式上，我们完全可以从对易关系开始构建整个量子力
学。这个就是正则量子化。正则量子化的内容我们会在第八章中介绍。
在此之前，我们需要学习一点点量子系统的演化的描述。在上面的例子

中，我们有一个小小的未完成的步骤，为什么状态是 ρP,T
0 光子经过偏振分

束镜就能够变成状态 ρP,T
1 了呢？这个问题与量子系统的演化有关。在解释

它之前，让我们来学习一下量子系统的演化。
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6.8 作业

习题 6.2 一个经典的完全随机的无偏硬币 c 当做被测量系统——你的大脑
里面的一个硬币的映像模型 m（例如不太准确地说，当硬币向上的时候某些
神经元点亮，向下的时候其他神经元点亮）——所测量。请你参考本章量子
测量的三个步骤（其实是四个）写下来这个经典硬币的测量的可能的可以分
解来看的步骤。

习题 6.3 构建一个自旋经过 z 方向的 Stern-Gerlach 装置之后，挡住向下的
输出把向上的输出送到一个 r̂ 方向的 Stern-Gerlach 装置之中得到的实验结
果的数学描述。一个这样的数学描述包含：任意时刻的状态，测量的可观测
量，测量各种结果及其几率等的数学模型。

习题 6.4 计算一个自旋经过 z 方向的 Stern-Gerlach 装置之后，挡住向下的
输出把向上的输出送到一个 r̂ 方向的 Stern-Gerlach 装置之中，挡住向下的
输出，再送到一个 z 方向的 Stern-Gerlach 装置之后的实验结果。试验结果
的描述需要包含所有的可能结果以及各个结果的几率。

习题 6.5 坐标变换对自旋状态的作用：考虑一个三维位置空间的矢量，一个
绕 z 抽转动 α 角度的操作可以写成一个矩阵形式（先试着写下来试试，找
找感觉）。现在，我们来考虑同样的转动对于自旋状态的效果。取任意一个
自旋，看一看经过这个转动之后自旋的状态的数学表达式成了什么样，然后
尝试用矩阵运算的方式把前后两个自旋状态联系起来。问这个时候那个联
系着之前的和之后的自旋状态的矩阵是什么？对于任意的转动，我们可以
写下来这个相应的矩阵吗？对三维空间的矢量是可以的。对于任意的转动，
你不需要明确写下这个表达式。但是如果通过查阅资料能够找到，也可以写
下来，不计分。提示：对于自旋，尝试考虑幺正变换，也就是 |ψ′⟩ = U |ψ⟩
的形式；可以考虑一个原来是 r̂ (θ, ϕ) 方向向上状态的自旋矢量，经过坐标
轴旋转之后成了哪一个方向的矢量，然后通过这个写下新的矢量的表达式；
不一定要按照提示的思路。

习题 6.6 计算如图 6.4 一个自旋经过 z 方向的 Stern-Gerlach 装置之后，挡
住向下的输出把向上的输出送到一个 x 方向的 Stern-Gerlach 装置之中，接
着把两个可能的输出经过反射再次合起来，送到一个 z方向的 Stern-Gerlach
装置之后的实验结果。实验结果的描述需要包含所有的可能结果以及各个
结果的几率。
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~z axis ~z axis~x axis

Source

S −G S −GS −G

S

图 6.4: 一个自旋经过 z方向的 Stern-Gerlach装置之后，挡住向下的输出把
向上的输出送到一个 x 方向的 Stern-Gerlach 装置之中，接着把两个可能的
输出经过反射再次合起来，送到一个 z 方向的 Stern-Gerlach 装置
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m2

m1
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BS2

图 6.5: (a) 单光子进入 50 : 50 的分束器 BS 1，探测器 Dx 和 Dy 分别探
测被 BS 1 反射的光子和透射的光子。符合计数器 Dc 用来检查 Dx 和 Dy

是否同时接收到光子。结果发现两个探测器从未同时接收到光子（Aspect
Anti-coincidences 实验）。(b) 单光子进入 Mach-Zehnder 干涉仪，光子要经
过两个分束器，然后被 Dx 和 Dy 探测。
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图 6.6: 图 6.5 中的实验 (b)，可以通过调整右上方那个可移动反射镜的位
置，来改变两条光路的光程差。本图展示的是按照光程差的不同得到实验结
果：Dx（MZ1）和 Dy（MZ2）上接收到的光子的数量。实验结果图来自于
Aspect 等人的原始文章 [15]（记得去获取授权）。

习题 6.7 图 6.5 是 Aspect 等人 1986 年完成的实验 [15]，目的是检验光子
的波粒二象性。请回答以下问题：

1. 请计算第一种情况下探测器 Dx, Dy 接收到光子的概率。

2. 请计算第二种情况下探测器 Dx, Dy 接收到光子的概率，并和实验结果
图 6.6 相比较。

习题 6.8 仍然考虑上一题的实验，如果在光子经过第一个分束器 BS 1 之后，
到达计数器之前，再决定是否放置第二个分束器 BS 2，（图 6.5(a) 相当于不
放置 BS 2, 图 6.5(b) 相当于放置 BS 2）请你预测结果会如何？这个想法是
1978 年 Wheeler 提出的, 称作推迟选择实验。实际的推迟选择实验可以参
看 Hellmuth 等人的“Delayed-choice experiments in quantum interference”
[42] 或者 Jacques 等人的“Experimental Realization of Wheeler’s Delayed-
Choice Gedanken Experiment”[43]。如果你愿意就这个问题做深入的思考，
你可以收集和阅读这个方面的文献，做一个综述和评论。

习题 6.9 单个粒子自旋的计算：考虑一个在（z− x）平面内的单位向量 r̂α =

sin (α) î + cos (α) k̂。这个 r̂ 方向的电子自旋算符 S α 是什么，计算它的本征
值和本征向量。对于处于这个方向向上状态的电子，如果测量在 r̂β 方向的
自旋 S β，得到哪些可能的结果，这些结果的概率是多少？进一步求出 S β 在
S α 方向向上状态下的期望值。

习题 6.10 求自旋的 σz 的本征态在 σx 表象的密度矩阵。在 σx 表象求 σz

本征态的密度矩阵。
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习题 6.11 在 σz 表象，系统的的密度矩阵为 ρ =

p 0

0 1 − p

，求测量 σx 得

到的所有可能取值的概率，并求均值。能否利用题6.10的结果直接计算 σz

的均值。提示：这个 ρ 可以看作什么，是纯态还是混合态？

习题 6.12 给定一个二维系统的密度矩阵 ρ，做以下三个物理量的测量，

A =

3 0

0 −1

 , B =

1 1

1 −1

 ,C =

0 −2i

2i 0

 ,
分别得到期望值

⟨A⟩ = 2, ⟨B⟩ = 1

2
, ⟨C⟩ = 0.

求 ρ。

6.9 本章小结

在这一章里面，我们学习了量子系统的数学模型的主要结构：状态是密
度矩阵（或者特殊情况下，矢量）——还要注意什么时候用矢量叠加什么时
候用概率性叠加或者说永远用矢量叠加直到遇到测量导致的部分迹于是自
然退化成为概率性叠加、可观测量是算符——可能非对易、测量相当于得到
一个概率分布、测量后状态就是被测量量算符的本征态——对应着所观测
到的被测量量的值的那个本征态。然后，我们用这些基本数学结构描述了之
前的量子系统的实验。
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上一章，我们讨论了对于一个量子系统的给定的状态，我们如果测量某
一个物理量，我们得到的结果是什么，描述这个“过程”的数学模型是什么。
实际上在这里，对这个“过程”的数学描述并不是一个真实的发生在某一段
时间内的过程。我们把所有的时间因素都去掉了。至于这个过程是否一定需
要发生在一段时间之内，我们暂时没有讨论。在这一章里面，我们来讨论一
个系统的一个时间段的前后两个状态之间的联系。我们学习过经典力学，我
们知道力学的基本问题就是状态如何描述（上一章已经解决），状态如何发
生变化以及发生变化的原因是什么。量子力学也是力学，也需要问后一个问
题。经典力学中所有的这部分的信息放在了 Hamiltonian 里面，对应的方程
是 Hamilton 方程，现在，我们来看看量子力学的情况。
如果我们需要考察前后两个状态之间是否有联系，那么我们可以给定实

验装置之后，制备一个初始状态（例如让自旋通过 z 方向的 Stern-Gerlach
装置以后挡住向下的部分仅仅让向上的通过），然后让这个初始状态在同样
的实验装置（例如 x 方向的磁场，为什么这样选一会儿就会知道）里面呆不
同的时间，最后来测量（见 6.6 节完整地测量自旋的状态）从这个装置里面
出来的状态，然后考察这个状态和时间的关系。我们还可以制备不同的初始
状态的自旋，通过同样的仪器同样的时间，从而考察初始状态与末状态之间
的关系。当然，为了验证我们的仪器是一个完整的确定了的仪器，我们需要
通过让同样的初始状态的自旋通过同样的装置同样的时间来确定，我们得
到的状态是同一个状态。

有了以上的实验结果，我们就可以构造演化过程的可能的数学理论了。
实际上，上面的这些实验都是做过的。但是，并不完全是在量子理论提出来
之前，有些实验是在量子理论提出之后做的。所以，尽管我们今天对于下面
构造出来的量子力学的演化过程的数学理论可以按照这个逻辑方式来理解，
但是实际上量子力学的演化过程的数学理论是 Schrödinger 猜出来的。等价
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的形式还有 Heisenberg 的矩阵力学，Feynman 的路径积分。这里我们先介
绍 Schrödinger 的形式。
本章在任何一本量子力学教材上都可以找到。如果一定要推荐的话，可

以参考喀兴林的《高等量子力学》[28]和Ballentine的《Quantum Mechanics
– a modern development》[8]。

7.1 Schrödinger 方程

公理 9 (量子态的演化公理) 对于给定初始状态 ρ (0)的系统，系统自身动力
学完全由系统的 Hamiltonian（H）通过如下方程决定，

i
∂

∂t
ρ (t) = [H, ρ (t)] . (7.1)

或者在特定情况下 ρ (0) =
∣∣∣ψ (0)

⟩ ⟨
ψ (0)

∣∣∣ 的时候，
i
∂

∂t

∣∣∣ψ (t)
⟩
= H

∣∣∣ψ (t)
⟩ � (7.2)

这个方程被称为 Schrödinger 方程。有时候，前者也被称为 Liouville–von
Neumann 方程。可以验证前者在所指出的特殊情况下确实就是后者。如果
H 不显含时间，形式上以上的两个方程可以解开如下，

ρ (t) = e−iHtρ (0) eiHt. (7.3)

或者特殊情况下 ∣∣∣ψ (t)
⟩
= e−iHt

∣∣∣ψ (0)
⟩ � (7.4)

利用 H 的本征值和本征向量（记为 En, |n⟩），我们还可以得到

U (t) = e−iHt = e−iHt
∑

n

|n⟩ ⟨n| =
∑

n

e−iEnt |n⟩ ⟨n| . (7.5)

也就是说，如果我们能够得到 H 的本征值和本征向量，那么，从给定的初
始状态出发，任何一个时刻的状态我们都可以得到。

得到新的时间点的状态之后，如果我们需要在这个状态上对某一个可
观测量做测量，我们在利用前面的公理3来解决测量结果的问题。现在，我
们用一个例子来展示一下这个公理的应用。
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例 7.1 (自旋演化) ：经过 z方向磁场以后，在其正方向出射（反方向完全被
挡主）的 1

2
-自旋系统，经过 x 方向磁场 B 中 t = π

2Bµ 时间以后出射。求正
方向和反方向接收到自旋的几率。

在这里，对于这个具体问题，我们要做一个如何构造 Hamiltonian 的说
明。对于所有的自旋系统

H = −µ0S⃗ · B⃗ = −ℏ
2
µ0 ⃗̂σ · B⃗ ≜ −µ⃗̂σ · B⃗. (7.6)

在最后的表达式中，我们把合起来的常数当作 µ。以后，我们就一直用这个
符号体系：对于 1

2
的自旋，我们取

H = −µ⃗̂σ · B⃗. (7.7)

在跟实际实验对比的时候，我们需要把这些常数还原。但是在这里我们不关
心这个细节。

有了这个 Hamiltonian 我们就可以利用公理9求出演化算符，

U (t) =
∑

n

e−iEnt |n⟩ ⟨n| = e−iµBt |↑r̂⟩ ⟨↑r̂ |+ eiµBt |↓r̂⟩ ⟨↓r̂ | . (7.8)

其中 σ̂r̂ 的本征矢量 |↑r̂⟩ 和 |↓r̂⟩ 我们以前都计算过。这里 r̂ = x̂，因此，

∣∣∣ψ (t)
⟩
= U (t)

∣∣∣ψ (0)
⟩
= e−iµBt |↑x⟩ ⟨↑x |↑z⟩+ eiµBt |↓x⟩ ⟨↓x |↑z⟩

=
e−i π2 |↑x⟩+ ei π2 |↓x⟩√

2
. (7.9)

在这个例子中，我们从一个 |↑z⟩ = |↑x⟩+|↓x⟩√
2
出发，由于 x 方向磁场的作用我

们得到了末状态 ei π2 |↑x⟩+e−i π2 |↓x⟩√
2

= i |↑x⟩−|↓x⟩√
2

= i |↓z⟩。然后，我们就可以通过测量
这个末状态（见 6.6 节）来验证它确实是这样的。

这个例题中的演化算符和相应的 Hamiltonian 具有特殊的地位：这个
演化算符被称为 NOT 算符，其作用是把 |↑z⟩ 和 |↓z⟩ 相互翻转，就好像是一
个计算机逻辑运算中的非运算一样，把 0 和 1 互换。

例 7.2 (神奇的偏振分束镜) ：初始状态是 ρP,T
0 光子经过偏振分束镜就能够

变成状态 ρP,T
1 ：一个 3 维 Hilbert 空间和 2 维 Hilbert 空间直积构成的空间，

定义 Hamiltonian

H = Σ ⊗ σz, (7.10)
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其中 Σ = i
√
3
3


0 1 −1
−1 0 1

1 −1 0

 是测量仪器部分的 Hamiltonian，σz 是光子

部分的 Hamiltonian，满足 σz |H⟩ = |H⟩，σz |V⟩ = − |V⟩。定义 U = e−iHτ，其
中 τ = 4π

3
，证明

ρP,T
1 = UρP,T

0 U†. (7.11)

实际上，我们需要证明

U |0⟩ ⊗ |H⟩ = |1⟩ ⊗ |H⟩ ,U |0⟩ ⊗ |V⟩ = |2⟩ ⊗ |V⟩ . (7.12)

有了这个很容易就能够证明公式 (7.11)。我们以证明第一部分为例。首先，
我们做一个关于算符 Σ 的说明。第一，为什么它是 3 维的。我们需要把一
个一开始的状态 |0⟩按照不同的情况分别映射到 |1⟩和 |2⟩态，于是这个空间
至少是 3 维的，而且 3 维也就够了，因为我们考虑的对象总共也就这三种
可能。定义 |0⟩ � |1⟩ � |2⟩分别作为这个空间的基矢 [1, 0, 0]

T
, [0, 1, 0]

T
, [0, 0, 1]

T。
第二，我们再来看一下这个 Σ 算符的在这个表象下的三个本征态，本征值
分别为 σ = 0，σ = −1，σ = 1，

|σ = 0⟩ =
√
3

3
[1, 1, 1]

T

|σ = −1⟩ =
√
3

3

[
−1, e−i π3 , ei π3

]T

|σ = 1⟩ =
√
3

3

[
−1, ei π3 , e−i π3

]T

(7.13)

(7.14)

(7.15)

于是，代入演化算符的定义以及 τ = 4π
3
，我们有

e−iΣτ =
∑
σ

e−iστ |σ⟩ ⟨σ| =


0 0 1

1 0 0

0 1 0

 (7.16)

于是

e−iΣτ |0⟩ = |1⟩ , eiΣτ |0⟩ = |2⟩ . (7.17)

现在，我们可以来讨论 U |0⟩ ⊗ |H⟩ 了，

U |0⟩ ⊗ |H⟩ = e−iΣ⊗σzτ |0⟩ ⊗ |H⟩ = e−iΣτ |0⟩ ⊗ |H⟩ = |1⟩ ⊗ |H⟩ . (7.18)
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同理，

U |0⟩ ⊗ |V⟩ = e−iΣ⊗σzτ |0⟩ ⊗ |V⟩ = eiΣτ |0⟩ ⊗ |V⟩ = |2⟩ ⊗ |V⟩ . (7.19)

这个例子说明，测量仪器的状态和被测量物体的状态之间的关联的建立，实
际上是通过两个系统之间的相互作用来完成的，而这个相互作用的过程可
以用量子系统的演化方程——Schrödinger 方程来描述。
到此为止，量子力学的基本框架的内容就有了。我们的基本任务是帮助

读者理清思路，建立最基本的框架，掌握最核心的概念，学会运用最基本的
计算分析技术。到这里，我们的基本任务就完成了。可以看到，非常神奇地，
通常的量子力学书，例如曾谨言的《量子力学》[44] 的用了大量篇幅的核心
内容，在我们这里仅仅就是一小节，共 4 页。对于理解量子力学来说，静态
描述是什么以及为什么需要这样的静态描述是更加重要的事情。下一节，我
们介绍与 Schrödinger 方程等价的 Heisenberg 方程。

7.2 Schrödinger 绘景与 Heisenberg 绘景

坐标变换实际上相当于对量子状态也做了一个相应的变换。例如围绕 z

轴的 π
2
旋转，记为 Rz

(
π
2

)
，把原来的 y 轴变成了新的 x′ 轴，把新的 y′ 建立

在了原来的 x 轴的负方向。那么原来的例如 x 轴的向上方向的矢量就成了
在新的坐标下的 y′ 轴的正方向的矢量，也就是 |↓x⟩ →

∣∣∣↑y′
⟩
，这相当于，在

σz 表象下，

√
2

2

 1

−1

→
√
2

2

 1

i

 = S
(
Rz

(
π

2

)) √2
2

 1

−1

 . (7.20)

我们把这个由于坐标变换 Rz

(
π
2

)
导致的自旋的状态的变换记为 S

(
Rz

(
π
2

))
。

我们暂时不去关心 Rz

(
π
2

)
和 S

(
Rz

(
π
2

))
的具体形式。对于有兴趣的读者

这些具体形式的问题称为群的表示理论：类似于 Rz

(
π
2

)
这样的所有的坐标变

换构成一个群。了解坐标变换会导致一个自旋状态的矢量的分量形式的变
换这件事情在这个阶段比我们找出具体的这些变换的算符的数学形式重要。

在做坐标变换的时候，我们希望有一种东西是不变的，例如，对于这里
的旋转，我们希望我们的这个自旋状态，初始是 |↓x⟩，后来为

∣∣∣↑y′
⟩
仅仅是记

号上的改变，实际上，这个矢量的意义没有变换，就是那个如果在原来的坐
标下面看来，是 |↓x⟩，在后来的坐标下看起来是

∣∣∣↑y′
⟩
的那个自旋矢量。那么
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这个不变的东西用什么样的数学形式来表达呢？答案是，这个矢量在任何一
个可观测量下的观测值（包含本征值和本征值出现的几率）是不变的，也就
是说，

tr (A |↓x⟩ ⟨↓x|) = tr
(
A′

∣∣∣↑y′
⟩ ⟨
↑y′

∣∣∣) . (7.21)

实际上，不仅仅是这个矢量，我们要求对于任意的自旋矢量，上式都成立，

tr (A |µ⟩ ⟨µ|) = tr (A′ |µ′⟩ ⟨µ′|) , (7.22)

其中，|µ⟩ 是老坐标下的矢量，|µ′⟩ 是新坐标下的矢量。用我们的记号，

|µ′⟩ = S |µ⟩ , (7.23)

那么只要

A′ = S AS †, (7.24)

并且

S †S = I = S S †, (7.25)

上式就成立。满足这个性质的变换 S，分别按照相应的形式作用在矢量上和
算符上，称为幺正变换。幺正变换在量子力学里面具有特殊的地位：由于这
样的变换不改变矢量和算符的含义，仅仅改变两者的形式，它们被称为不改
变物理的变换，仅仅是换一个观测的角度。物理学的规律对于仅仅改变观测
的角度的变换是不变的——包含所有的公式的形式不变，所有的观测值不
变——被认为是物理学的基本假设。

现在，我们用这个幺正变换以及其不变性的角度来提出一种与 Schrödinger
方程完全等价的量子力学体系——Heisenberg 力学。之前我们已经学习的
描述量子系统演化的方式——密度矩阵发生演化可观测量算符不变的描述，
称为 Schrödinger绘景。现在，我们介绍另一种让可观测量算符的发生演化，
分布函数保持不变的描述方法，称为 Heisenberg 绘景。这样的一个视角的
转换——从关心态的演化到关心算符的演化——有的时候可以方便求解某
些问题。以后我们会了解到，谐振子就是这样的一个例子。

我们已经知道，对于 H 不显含时间 t 的量子系统，其的演化可以表达
为

ρ (t) = e−iHtρ (0) eiHt, (7.26)
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物理量 AS（为了表示 Schrödinger 绘景的算符与将要定义的 Heisenberg 绘
景的算法的区别，我们把之前的算符的记号稍作修改，加上一个上标 S）的
观测值 α 和相应的几率 pα，由如下方程决定

pα = tr
(∣∣∣αS

⟩ ⟨
αS

∣∣∣ ρ (t)) = ⟨
αS

∣∣∣ρ (t)∣∣∣αS
⟩
=

⟨
αS

∣∣∣e−iHtρ (0) eiHt
∣∣∣αS

⟩
. (7.27)

现在，我们定义

AH = eiHtAS e−iHt,

ρH = eiHtρS (t) e−iHt = ρS (0) .

(7.28)

(7.29)

然后记相应的 AH 的本征向量为
∣∣∣αH (t)

⟩
，则

∣∣∣αH (t)
⟩
= eiHt

∣∣∣αS (t)
⟩

(7.30)

因此，

tr
(
AHρH

)
= tr

(∣∣∣αH (t)
⟩ ⟨
αH (t)

∣∣∣ ρ (0)) = ⟨
αS

∣∣∣e−iHtρ (0) eiHt
∣∣∣αS

⟩
= pα. (7.31)

也就是说，计算各种观测量的方式和得到的结果都不变。这种保持变换前后
基本公式的形式和计算结果都不变的变换，在物理学里，有非常重要的地
位。于是，我们得到量子力学的另一种形式，

AH = eiHtAS e−iHt,

ρH = ρS (0) ,

⟨A⟩ = tr
(
AHρH

)
.

(7.32)

(7.33)

(7.34)

这里，最后一个公式中的算符 A可以是任何一个可观测量的算符。因此，如
果我们用这个绘景来讨论物理问题，则我们需要求解所有的物理量对应的
算符的演化方程。这个，有可能比求解密度矩阵的演化（只有一个方程）来
的复杂，除非我们能够找到一个最小的固定的算符的集合，所有的其它算符
都可以用这个集合里面的算符来表达。对于任意算符，我们还可以得到一般
的算符的演化方程。对 AH 求时间 t 的导数，我们有

i
∂

∂t
AH =

[
AH ,H

]
. (7.35)

这个方程被称为 Heisenberg方程。实际上，在量子力学的进一步发展中，我
们会看到，很多时候 Heisenberg 绘景反而使问题变得更容易处理，因为这
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个最小而固定的算符集合经常能够被找到。它们有的时候被称为产生-湮灭
算符。这个，在谐振子问题中以及将来有机会学习量子场论的过程中，我们
还会看见。

例 7.3 (产生湮灭算符的演化) ：假设我们有一个系统，它的 Hamiltonian是
H = ωa†a，其中

[
a, a†

]
= 1，求解 aH (t)。

首先，a†,H = eiHta†e−iHt，aH = eiHtae−iHt，于是，

[
aH , a†,H

]
= eiHt

[
a, a†

]
e−iHt = 1. (7.36)

其次，H = ωeiHta†ae−iHt = ωeiHta†e−iHteiHtae−iHt = ωa†,HaH。接着，把算符
a†,HaH 代入 Heisenberg 方程，我们得到

i
∂

∂t
aH =

[
aH , ωa†,HaH

]
= ωaH (7.37)

求解这个方程，我们得到

aH (t) = e−iωtaS . (7.38)

类似的我们可以得到，

a†,H (t) = eiωta†,S . (7.39)

于是，如果我们已知初始状态，任意一个能够由 aS 和 a†,S 表达的算符⟨
A

(
a†,S , aS

)⟩
的平均值

⟨
AH

(
a†,H , aH

)⟩
自然也就知道了。把上面这句话里面

的平均值换成所有的可能结果以及这些结果的相应几率也是正确的。

这个问题的物理背景和以上计算的物理意义在下一章中会解释。目前阶段，
请把这个举例仅仅当作 Heisenberg 方程的一个练习。至少，通过这个练习，
我们学会了计算 Heisenberg 方程，而且我们了解到能够在 Schrödinger 绘
景下回答的问题也能够在 Heisenberg 绘景下来回答。

7.3 作业

习题 7.1 看Coleman的讲座《Quantum Mechanics in Your Face》，用概念
地图的方式做一个包含总结体会和评价的报告。

习题 7.2 看Susskind的网上课程《Quantum Mechanics》的前两课，用概念
地图的方式做一个包含总结体会和评价的报告。
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习题 7.3 看 glsname:Feynman的《Feynman物理学讲义》第三卷的前三章，
用概念地图的方式做一个包含总结体会和评价的报告。

习题 7.4 一个自旋系统，给定 Hamiltonian 为

H =
1

4 + 2
√
2

 1 −1 −
√
2

−1 −
√
2 3 + 2

√
2

 . (7.40)

在这里，我们先不管这样的 Hamiltonian 是如何得来的，对应着什么样的外
界对自旋的相互作用。验算经过时间 π 之后，系统的状态由演化如下算符
决定，

U =
1
√
2

 1 1

1 −1

 . (7.41)

这个算符有一个专门的名字——Hadamard算符，或者叫做Hadamard 变换。
看看这个算符把 |↑z⟩ 和 |↓z⟩ 分别映射成什么？

习题 7.5 自旋的演化与测量，H = −µB⃗ · ⃗̂σ，ρ0 = |↑z⟩ ⟨↑z|，求 t 时刻做 σy 测
量得到的结果。其中 B⃗ 是一个一般的三维矢量，可以考虑用 (θ, ϕ) 来表达。

习题 7.6 两个自旋构成的一个系统，给定 Hamiltonian 为

H = −Jσ1
zσ

2
z . (7.42)

系统的初始状态是一个纯态 |↑x⟩1 |↓x⟩2，求 t = π
2J 时刻系统的状态。

习题 7.7 Unitary（幺正）演化不会使得状态在纯态和混合态之间转化：对
于给定的状态 ρ，请证明 tr (ρ) 和 tr (ρ2) 是不变量。由于纯态的 tr (ρ1) = 1，
混合态的 tr (ρ1) < 1。因此，Unitary（幺正）演化不会使得状态在纯态和混
合态之间转化。

习题 7.8 Unitary（幺正）演化不改变熵：对于给定的状态 ρ，定义熵

S = −tr (ln (ρ)ρ) (7.43)

请证明：第一、量子力学的 Unitary（幺正）演化不改变熵；第二、纯态的
熵等于零，混合态的熵大于零。因此，Unitary（幺正）演化不会使得状态在
纯态和混合态之间转化。
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7.4 本章小结

在这一章里面，我们学习了如何描述量子系统的状态的演化，并且用
Schrödinger 绘景——状态变化算符不变——和 Heisenberg 绘景——状态
不变算符变化——两种方式来描述。两种方式都离不开演化算符 U (t)。



第八章 单个谐振子的量子力学

整个这一本量子力学教材中，仅仅这一章，和通常的量子力学教材是类
似的。在这一章中，我们从二维 Hilbert 空间的量子系统的讨论，跳到位置
表象下的量子力学系统的讨论。然后，我们又会回到抽象的 Hilbert 空间的
形式。其实，位置表象下的波函数也是抽象的 Hilbert 矢量空间的矢量。为
了和经典力学相联系，我们需要介绍一下正则量子化。正则量子化是把一个
经典系统变成一个相应的量子系统的经常采用的办法。

本章推荐参考书喀兴林《高等量子力学》[28]和 Ballentine的《Quantum
Mechanics – a modern development》[8]。

8.1 位置表象

正则量子化的基本思想是，找到一个经典系统的正则坐标 q 和正则动
量 p，然后把 q 和 p 都升级成算符 q̂ 和 p̂，并假设其对易关系为

[q̂, p̂] = i. (8.1)

这两个物理量之间的对易关系有时候被称为正则对易关系。然后其它物理
量，它们是 q, p 的函数，就成了 q̂, p̂ 的算符。其中，对应关系的细节（例如
q2p 应该成为 q̂2 p̂ 还是 q̂p̂q̂）还需要进一步讨论，但是有了正则对易关系之
后，其他的物理量都成了一般情况下不相互对易的算符。于是，共同本征矢
量不存在了，密度矩阵的表述需要非对角元了，量子干涉现象就出现了。我
们的下一个例子就是一维谐振子的量子化。在符号上，这一节我们把位置算
符 q̂ 重新还原成 x̂，特指位置表象，而不是更一般的广义坐标表象。

在讨论这个具体例子之前，我们来看一下，位置表象是什么，位置表象
下的算符，包含动量、能量等，又如何在位置表象下通过一定的基矢表达出

185
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来。首先，我们来看位置算符 x̂ 的本征值 x 和本征向量 |x⟩，

x̂ |x⟩ = x |x⟩ . (8.2)

这个时候我们需要知道 x 的取值范围。

从物理问题上，我们就可以知道，这个问题的答案是所有的实数，因为
在实验上我们可以观察粒子到达任何一个点的这样一个事件。假设将来有
一个状态 |ψ⟩ = ∑

x ψ (x) |x⟩，或者说 |ψ⟩ =
∫

dxψ (x) |x⟩（为了记号简单，连
续变量的积分符号和离散变量的求和符号不再区分），其中 |x⟩ 表示基矢，
ψ (x) 这个基矢下的分量，然后我们做一个位置 x̂ 的测量，按照量子力学的
一般框架就应该有

Px = ⟨x| (|ψ⟩ ⟨ψ|) |x⟩ =
∣∣∣ψ (x)

∣∣∣2 . (8.3)

于是，既然各个点原则上都有测得粒子的概率，那么，至少 ψ (x) 原则上应
该有可能不为零的值。我们再从数学上来看 x 的取值范围。

先假设我们有某一个本征值 x0 和本征向量 |x0⟩，然后我们来构造一个
本征向量 |x + x0⟩：定义一个矢量 e−ixp̂ |x0⟩。我们考虑 x̂e−ixp̂ |x0⟩。运用公式
(8.1)，我们可以写出如下表达式，

x̂e−ixp̂ |x0⟩ = x̂
∑

n

(−ix)n

n!
p̂n |x0⟩

=
∑

n

(−ix)n

n!
x̂ p̂n |x0⟩

=
∑

n

(−ix)n

n!
x̂ p̂ p̂n−1 |x0⟩

=
∑

n

(−ix)n

n!
(i + p̂x̂) p̂n−1 |x0⟩

=
∑

n

(−ix)n

n!

(
ip̂n−1 + p̂x̂ p̂n−1

)
|x0⟩

=
∑

n

(−ix)n

n!

(
inp̂n−1 + p̂n x̂

)
|x0⟩

= (x + x0) e−ixp̂ |x0⟩ (8.4)

于是 e−ixp̂ |x0⟩ 也是算符 x̂ 的本征向量，而且其本征值为 (x + x0)。从这里，
我们看到，由于任意 x 的值，e−ixp̂ |x0⟩ 都是 x̂ 的本征向量，于是算符 x̂ 的取



8.1 位置表象 187

值空间是所有的实数（联系到测量的实验，位置空间的点是实数）。换过来
说，把位置和动量算符的对易关系取为公式 (8.1)，与我们可以测量位置空
间中的任意一个点粒子到达的几率这件事情没有矛盾。这个计算的倒数第
三式到倒数第二式的推导用到了对易关系公式 (8.1)，并且把这个对易关系
重复了足够多次来把算符 x̂ 移到表达式的最右边。也就是

x̂ p̂n = inp̂n−1 + p̂n x̂. (8.5)

有了位置空间的所有的本征矢量 {|x⟩} 构成的矢量空间之后，我们来研
究算符 x̂, p̂ 在这个空间中的表达式。对于算符 x̂，我们有

x̂ |x⟩ = x |x⟩ . (8.6)

正交归一关系表达为，

⟨x| x′⟩ = δ (x − x′) . (8.7)

完全性关系表达为 ∑
x

|x⟩ ⟨x| = I. (8.8)

当算符的本征值为连续变量的时候，实际上，归一化和完全性关系都会有问
题1。在此，我们按照离散取值的本征值来看待连续取值情形。更深入的讨
论见 Ballentine 的《Quantum Mechanics – a modern development》[8]。
于是

x̂ =
∑

x

x̂ |x⟩ ⟨x| =
∑

x

x |x⟩ ⟨x| . (8.9)

我们来看看满足以上对易关系的 p̂ 会是什么？我们先给出答案，再给出一
个直观的说明。答案是在 |x⟩ 的表象下，任意一个函数 ψ (x) 成了一个如下
的矢量，

|ψ⟩ =
∑

x

ψ (x) |x⟩ , (8.10)

算符 x̂ 作用在 |ψ⟩ 可以表达成其如何做用在分量 ψ (x) 上：

x̂ |ψ⟩ =
∑

x

x̂ψ (x) |x⟩ =
∑

x

xψ (x) |x⟩ , (8.11)

于是，从分量形式来看，

x̂ψ (x) = xψ (x) . (8.12)
1例如，模方代表概率，概率应该归一，但是，

∫
dx |⟨x| x′⟩|2 =

∫
dx

∣∣∣δ (x − x′)
∣∣∣2 =

∫
dxδ2 (x − x′) = ∞
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那么，在这个意义上，从分量形式来看，

p̂ψ (x) = −i
∂

∂x
ψ (x) . (8.13)

可以验证如下：

(x̂ p̂ − p̂x̂)ψ (x) = −ix
∂

∂x
ψ (x) + i

∂

∂x
xψ (x) = iψ (x) . (8.14)

于是， [
x,−i

∂

∂x

]
= i. (8.15)

现在我们来给一个更数学的说明（更严格的证明见喀兴林的《高等量子力
学》[28]）。从正则对易关系出发，

⟨x′ |i| x⟩ =
⟨
x′

∣∣∣(x̂ p̂ − p̂x̂)
∣∣∣ x

⟩
=

⟨
x′

∣∣∣p̂ (x′ − x)
∣∣∣ x

⟩
= (x′ − x) ⟨x′ | p̂| x⟩ (8.16)

因此

⟨x′ |p̂| x⟩ = i
⟨x′ | x⟩
(x′ − x)

= i
δ (x′ − x)
(x′ − x)

= −i
∂

∂x′
δ (x′ − x) . (8.17)

最后一步，我们利用了Dirac δ函数的性质，xδ′ (x) = −δ (x)或者说 −δ′ (x) =
δ(x)

x （这两个表达式可以用分步积分证明。更严格的数学证明可以避开这两
个等式 [28]。）。这个就是算符 p̂ 在 x̂ 的本征矢量的表象下的分量形式。这
个表象称为位置表象。如果我们愿意，我们可以验证

⟨x| p̂ |ψ⟩ =
∑

x′
⟨x| p̂ (|x′⟩ ⟨x′|) |ψ⟩ =

∑
x′
−i

∂

∂x
δ (x − x′)ψ (x′) = −i

∂

∂x
ψ (x) .

(8.18)

以后，在位置表象下，当我们把一个状态矢量 |ψ⟩ 的投影函数 ψ (x) 看作我
们所关注的状态的时候（默认基矢是 |x⟩），我们就简单把动量算符 p̂ 记作

p̂ = −i
∂

∂x
. (8.19)

现在，我们准备好了来写下和求解位置空间的 Schrödinger 方程了：用
H (x̂, p̂) 来代替 H (x, p)，其中，在位置表象下 x̂ = x, p̂ = −i ∂

∂x。通常的
量子力学书从这个方程开始学习量子力学。

例 8.1 (一维谐振子的量子化与求解) ：经典一维谐振子的 Langrangian 是
L = 1

2
mẋ2 − 1

2
mω2

0x2，求解对应的量子系统的 Hamiltonian，以及最小能量
值的本征态对应的本征函数，以及其时间演化。
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首先，我们需要求出正则坐标和动量，其次要把它们看成算符，在位置
表象下把这两个算符的具体分量形式写下来，然后我们把这些分量形式代
入 Schrödinger 方程，求解本征函数以及时间演化。
取 q = x，则 p = ∂

∂q̇ = mẋ⇒ q̇ = p
m，于是 H = pq̇ − L = p2

2m + 1
2
mω2

0x2

成了 q, p 的函数。然后，我们需要把 q, p 看作算符 q̂, p̂，并且让其对易关系
[q̂, p̂] = i。按照这个对易关系，我们已经知道在位置表象下，位置算符和动
量算符的形式。于是，对于一维谐振子系统，其在位置表象下的形式是，

i
∂

∂t
ψ (x, t) =

(
− 1

2m
∂2

∂x2
+

1

2
mω2

0x2
)
ψ (x, t) . (8.20)

在位置表象下，我们求解的程序还是和一般的抽象的算符，或者任何
其他表象，一样的。首先，求得 H 的本征值 En 和本征向量 ϕn (x)，这里
称为本征函数；然后，利用这些个本征函数加上时间项组合起来（

∣∣∣ψ (t)
⟩
=∑

n cn |ϕn⟩ e−iEnt，其中 cn = ⟨ϕn| ψ (0)
⟩
，或者合起来

∣∣∣ψ (t)
⟩
=

∑
n |ϕn⟩ e−iEnt ⟨ϕn| ψ (0)

⟩
），

得到，

ψ (x, t) =
∑

n

cnϕn (x) e−iEnt, (8.21)

其中

cn =

∫ ∞

−∞
dxϕ∗n (x)ψ (x, 0) , (8.22)

ψ (x, 0) 为初始状态对应着的波函数。
现在，我们来看看谐振子的本征波函数，其满足(

− 1

2m
d2

dx2
+

1

2
mω2

0x2
)
ϕn (x) = Enϕn (x) . (8.23)

这个方程当然是可以想办法直接求解的。我们这里，作为一个例子，我们仅
仅想考虑这个方程最简单的解（除了 ϕn (x) = 0以外）。我们看到，如果 ϕn (x)

的二阶导数刚好给出 x2 项，那么方程左边的系数就会不依赖于 x，这样整个
方程就简单了。也就是说大概 ϕ (x) = eαx2 就行：d2

dxϕ (x) = 2αeαx2+4α2x2eαx2。
于是 α2 = 1

4
m2ω2

0 =⇒ α = − 1
2
mω0（实际上正的 α 是没有物理意义的，在 x

很大的时候发散。物理系统一般要求 ϕ (x) 有限），而这个时候的本征能量
E0 =

1
2
ω0（能量下标 0 是有含义的。这里，我们不讨论这个问题）。因此，

ϕ0 (x) = e−
1
2 mω0x2 , E0 =

1

2
ω0. (8.24)

系统如果处于这个状态，那么其时间演化为

ψ (x, t) = e−
1
2 mω0x2e−i 12ω0t. (8.25)
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在这个例子中，我们讨论了位置表象下的 x̂ 和 p̂，然后利用他们的形式，求
解了一维谐振子的基态波函数（我们没有证明这个是基态，在下一个例子
中，我们会顺便补充这个证明）。我们还以谐振子为例讨论了正则量子化的
一般手续。

下面，我们再举一个例子，还是求解一维谐振子的 Hamiltonian 的本征
值和本征态，但是不在任何表象中求解，而是直接利用对易关系。这个解法
也因此被称为代数解法。这个解法是科学发展历史上的一件艺术品，是很多
量子力学的进一步理论的发展的基础。科学中有大美——用简单和统一的
理论来描述这个世界，也有精巧的小美——妙手偶得的有时候还意义深远
的优雅小品。

8.2 代数解法与能量表象

例 8.2 (一维谐振子的代数解法) ：经典一维谐振子的 Hamiltonian 是 H =
p̂2

2m + 1
2
mω2

0 x̂2，求解其本征能量。

上一节我们已经利用 Shrödinger 绘景的运动方程——Shrödinger 把谐
振子的本征值的问题转化为一个微分方程的本征函数的问题，见公式 (8.23)。
这一节，我们用 Heisenberg 绘景的运动方程——Heisenberg 方程来求解同
一个问题。在上一节中，我们已经能够注意到所有的计算都从最基本的对易
关系，公式 (8.1) 开始。现在，我们还是从这里开始。

首先，让我们来写下算符 x̂H 和 p̂H 的演化方程。为了记号简单，对于
算符 x̂H , p̂H，我们就直接用 x, p 了。注意，在这里它们是时间的函数。

ẋ = −i [x,H] = −i
1

2m

[
x, p2

]
= −i

1

2m
(p [x, p] + [x, p] p) =

1

m
p,

ṗ = −i [p,H] = −i
1

2
mω2

0

[
p, x2

]
= −mω2

0x.

(8.26)

(8.27)

联合这两个方程，我们得到

ẍ = −ω2
0x. (8.28)

考虑到初始条件

x (0) = xS ,

p (0) = pS ,

(8.29)

(8.30)
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我们有

x (t) = xS cos (ω0t) +
pS

mω0

sin (ω0t),

p (t) = pS cos (ω0t) − xS mω0 sin (ω0t).

(8.31)

(8.32)

于是，任何其他物理量都可以通过这两个算符得到。例如，

x2 (t) = xS xS cos2 (ω0t) +
pS pS

m2ω2
0

sin2 (ω0t)

+ cos (ω0t) sin (ω0t)
pS

mω0

(
xS pS + pS xS

)
. (8.33)

如果我们需要把理论的结果于实验的对比，那么，我们就可以从 ⟨xs⟩ =⟨
ψ (0)

∣∣∣ xs
∣∣∣ψ (0)

⟩
、⟨ps⟩、⟨xsxs⟩、⟨ps ps⟩ 等等得到所有的可观测量的理论值了。

到这里，量子力学的问题似乎也完全解决了。但是，我们却没有解开这
个例题所问的问题：本征能量是多少？解决这个问题需要一些额外的技巧。

定义湮灭算符（这个名字之后会解释）

a =
1

√
2mω0

(mω0x + ip) , (8.34)

则产生算符（这个名字之后会解释）

a† =
1

√
2mω0

(mω0x − ip) . (8.35)

可以验证，

H = ω0

(
a†a +

1

2

)
, (8.36)

而且 [
a, a†

]
= 1. (8.37)

按照我们上一节的经验，公式 (8.36) 和公式 (8.37) 就完整地定义了一个量
子力学系统——对于量子系统，我们只需要一个 Hamiltonian 和一个对易
关系。现在，我们开始讨论公式 (8.36)——这个新的形式下的谐振子。

第一步，我们来看一看产生湮灭算符的方程，

ȧ = −iω0a,

ȧ† = iω0a†.

(8.38)

(8.39)
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于是，其解就是

a = e−iω0taS ,

a† = eiω0ta†,S .

(8.40)

(8.41)

这一步，如果你仔细看的话，实际上就是把 x, p 满足的方程做了对角化。结
果就是，得到的算符的方程非常简单，方程中仅仅包含自己这个算符，不包
含其它算符。这个特征——不相互耦合的方程——对于求解方程非常重要。
到这里，我们也就是再一次求解了一次 Heisenberg 方程。关键在于下面的
步骤。

第二步，我们来证明：如果 a†a（与 H 仅仅相差一个常数）的本征值是
n 的话（相应的本征向量为 |n⟩），a |n⟩ 以及 a† |n⟩ 也是 a†a 的本征向量，仅
仅本征值不一样。

a†a · a |n⟩ =
(
a†a − aa† + aa†

)
· a |n⟩ = (−1 + n) a |n⟩ ,

a†a · a† |n⟩ = a†
(
aa† − a†a + a†a

)
· a |n⟩ = (1 + n) a† |n⟩ .

(8.42)

(8.43)

于是，看起来

a |n⟩ ∝ |n − 1⟩ ,

a† |n⟩ ∝ |n + 1⟩ .

(8.44)

(8.45)

我们可以求得系数，

(
⟨n| a†

)
(a |n⟩) = n⇒ a |n⟩ =

√
n |n − 1⟩ . (8.46)

以及类似的

a† |n⟩ =
√

n + 1 |n + 1⟩ . (8.47)

现在，我们知道，H 的本征值就是这些 n，考虑到常数和系数，我们有

En = ω0

(
n +

1

2

)
. (8.48)

第三步，我们来证明这些 n 只能够是非负整数。从某一个 n 开始，我
们用算符 a，可以得到所有的本征值小于 n 的所有的本征向量，这个本征向
量可以是无穷多个，

|n − 1⟩ = 1
√

n
a |n⟩ . (8.49)
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总有一天，这个本征向量的本征值会小于零，例如
∣∣∣n − [n + 1]

⟩ ∝ a[n+1] |n⟩。
只要这个本征值小于零，那么

(⟨
n − [n + 1]

∣∣∣ a†) (a ∣∣∣n − [n + 1]
⟩)

= n − [n + 1] < 0. (8.50)

但是，
(⟨

n − [n + 1]
∣∣∣ a†) (a ∣∣∣n − [n + 1]

⟩) ≥ 0是一个向量自身的内积。于是，这
个把本征值不停地减少的过程就不能一直做下去，必须在大于等于零的地方
自然截断。唯一满足着个要求的可能就是 n是非负整数，于是，

√
n − [n] = 0。

于是，如果继续减少本征值，就会出现

|−1⟩ ∝ a |0⟩ =
√
0 |−1⟩ = 0. (8.51)

结论，H 的本征值是 ω0

(
n + 1

2

)
，其中 n 为非负整数。

这个问题回答完了，但是这个求解方法具有一般的意义。算符 a 的含义是
把本征值不停地减少，算符 a† 的含义是把本征值不停地增加。如果我们把
本征向量 |n⟩ 看做是一个有 n 个能量粒子的状态，那么算符 a 的含义就是
消灭粒子，算符 a† 的含义是产生粒子。所以，它们被叫做湮灭和产生算符。
更进一步，我们可以通过真空状态 |0⟩ 和产生算符来定义所有的本征态，

|n⟩ =

(
a†

)n

√
n!
|0⟩ . (8.52)

在能量本征态 {|n⟩} 构成的表象下，我们来计算几个算符。例如

H =
∑

n

En |n⟩ ⟨n| =
∑

n

(
n +

1

2

)
ω0 |n⟩ ⟨n| , (8.53)

a =
∑

n

a |n⟩ ⟨n| =
∑

n

√
n |n − 1⟩ ⟨n| , (8.54)

而

a† =
∑

n

a† |n⟩ ⟨n| =
∑

n

√
n + 1 |n + 1⟩ ⟨n| . (8.55)

注意，现在这些算符都成了矩阵。利用 x̂, p̂ 和 a, a† 算符的关系，我们就可
以得到能量表象下算符 x̂, p̂ 的形式。于是，x̂, p̂ 也成了矩阵。
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8.3 代数解法的更多细节：一切都是对易关系 ∗

这一节为选读内容。
回到我们一开始的 x̂, p̂ 算符的形式，我们发现在谐振子的问题中的任

意一个算符都能够用 x̂, p̂ 来表达，而 x̂, p̂ 可以用 a, a† 来表达，例如

Â = A
(
a, a†

)
=

∞∑
m=0,n=0

Am,n

(
a†

)m
an. (8.56)

后者的时间演化又是完全已知的。于是，

ÂH (t) =
∞∑

m=0,n=0

e−i(n−m)ω0tAm,n

(
a†

)m
an (8.57)

给定任何一个初始状态——波函数或者密度矩阵，这里以波函数
∣∣∣ψ (0)

⟩
为

例，肯定可以写成本征向量的叠加，也就是

∣∣∣ψ (0)
⟩
=

∑
n

Cn |n⟩ =
∑

n

Cn

(
a†

)n

√
n!
|0⟩ . (8.58)

于是，算符 Â 在任意时刻的平均值可以写成，⟨
ψ (0)

∣∣∣ ÂH (t)
∣∣∣ψ (0)

⟩
=

∑
i

C∗i
ai

√
i!
⟨0|

∞∑
m=0,n=0

e−i(n−m)ω0tAm,n

(
a†

)m
an

∑
j

C j

(
a†

) j√
j!
|0⟩

=
∑
i jmn

e−i(n−m)ω0tC∗i C jAm,n
1√
i! j!
⟨0| ai

(
a†

)m
an

(
a†

) j
|0⟩ . (8.59)

这样所有的物理量的计算的问题就成了计算

⟨0| ai
(
a†

)m
an

(
a†

) j
|0⟩ (8.60)

的问题，而这个问题可以完全通过对易来求解——交换 an 和
(
a†

) j
的顺序，

我们得到形如 a |0⟩ 的表达式，它就是零；交换 ai 和
(
a†

)m
的顺序，我们得

到形如 ⟨0| a† 的表达式，它就是零。于是，⟨0| ai
(
a†

)m
an

(
a†

) j
|0⟩ 的非零部分

就是通过一系列的对易关系计算以后得到的剩余项。
通过这个讨论，我们得到一个认识：关于一维谐振子的任意物理量在任

何时刻的平均值都可以通过一系列算符 a, a† 的对易关系得到。这个结论是
一个非常强的结论，以后的进一步的量子理论例如量子场论的学习都从这
里开始。这一节的内容有一定的难度，计算也跳过了很多步骤，是选学内容。
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8.4 作业

习题 8.1 对于 L = 1
2
mẋ2−V (x)的系统，推导出来位置表象下的 Schrödinger

方程。

习题 8.2 对于 L = 1
2
mẋ2−V (x)的系统，推导出来动量表象下的 Schrödinger

方程。

习题 8.3 对于满足如下形式的 V (x)的量子系统，求解位置表象下的 Schrödinger
方程（求出本征向量，本征值，给定一般的初始条件的本征态组合系统的确
定方式），

V (x) =

0 |x| ≤ 1

∞ otherwise
(8.61)

这样的 V 被称作一维无线深势阱。

习题 8.4 独立（不看书，或者看完书以后）完成一维谐振子的代数解法。产
生湮灭算符对于深入理解和进一步学习量子力学非常的重要。

习题 8.5 一维谐振子的算符 x̂ 和 p̂，还有 H 对应的 Am,n 的形式。

8.5 本章小结

这一章，我们学习了位置表象中的量子力学算符、态矢量和演化方程的
形式，以及它们与一般的抽象的不在某个表象下的量子力学的形式的联系。
在这里，我们还发现，一个量子力学系统的最核心的内容是基本算符的

对易关系——位置算符和动量算符的对易子不为零。基于这个对易关系的
从经典力学到量子力学的过度叫做正则量子化。通过量子实验与经典概率
论的对比，我们已经知道密度矩阵的非对角元对于解释量子现象的重要性。
如果所有的算符都对易，那么它们存在共同本征向量，在这个本征向量构成
的基矢下面，所有的算符只有对角元。因此，非对角元就没有存在的必要了。
于是，量子力学的实验就不可能得到解释。在这个意义上，有的人说，量子
力学的核心就是算符的非对易关系。当然，我们更加强调，量子力学的核心
是，在一般的表象下，密度矩阵的非对角元的存在。两者是一致的。
除了正则量子化，一个经典系统的对应的量子理论还可以通过路径积

分量子化等其它方法来构建。这里就不再讨论关于路径积分量子化的方法，
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尽管正像 Feynman 说的，任何一个严肃的物理学家都应该在脑子里对一种
理论存在多种等价的表述方式。我们这里提到的表象理论，是指一个抽象定
义的算符，通常仅仅通过对易关系定义的算符，可以在某一个算符的本征矢
量做基矢的情况下表示出来（把各个分量求出来）。这个时候，有可能一个
算符在一套基矢下的形式和另外一套基矢下的形式完全不一样，但是它们
表示同一个算符。更一般地来说，一个理论的不同形式，也可以看成是这个
理论的不同表象。
再次强调，具体采用什么算符的本征态当作表象的基矢不重要，抽象算

符之间的对易关系最重要。
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第九章 耦合量子系统的状态与测
量

我们已经学习了量子力学的基本内容：状态是 Hilbert 空间内的矢量或
者跟一般地密度矩阵，物理量是这个空间上的算符，测量就是建立一个从这
个密度算符到一个以被测量算符的本征值和本征态构成的事件空间的概率
分布的映射，演化就是给定一个外界对系统的作用形式 H 以后得到状态的
一个以时间为参数的幺正变换。一直到现在，我们考虑的系统都是一个二维
的可以看作是一个叫自旋的东西。现在，在这个部分，我们来考虑两个自旋
构成的耦合系统。

按照经典概率论，从一个硬币的状态到两个硬币状态，概率论还是原来
的概率论，唯一需要额外考虑的东西就是两个自旋的关联，也就是 P (S 1, S 2)

是否等于 P (S 1) P (S 2)。对于量子系统，我们来看一下，这个时候需要额外
考虑的是什么。

9.1 直积空间

正如两个硬币的状态是 22 = 4 个（正正、正反、反正、反反），两个自
旋的状态的空间维数也是两个各自的自旋的状态的维数的乘积 4 = 22，基
本的状态——也就是空间的一组自然的基矢也可以写成如下四个，

|↑z↑z⟩ , |↑z↓z⟩ , |↓z↑z⟩ , |↓z↓z⟩ , (9.1)

其中写在第一和第二位置的自旋状态符号分别表示第一个和第二个自旋的
状态。这 4个基矢中的每一个都是原来的二维空间的基矢的直积形式，因此
有的时候被称作直积基矢。由于量子系统状态矢量的可叠加性（硬币没有），

199
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这个 4 维空间的基矢还可以换成另外的一组，例如，

|↑z↑z⟩ ,
|↑z↓z⟩+ |↓z↑z⟩√

2
, |↓z↓z⟩ �

|↑z↓z⟩ − |↓z↑z⟩√
2

. (9.2)

这一组基矢的特点是，当我们交换两个自旋的编号的时候，前面的 3 个不
变，最后的那个改变一个符号。这样的特殊的对称性在很多问题中有特别的
意义。前面三个被称为对称基矢，后面的一个被称为反称基矢。有的时候，
我们也会采用一组叫做 Bell 态的基矢，

|↑z↑z⟩+ |↓z↓z⟩√
2

,
|↑z↑z⟩ − |↓z↓z⟩√

2
,
|↑z↓z⟩+ |↓z↑z⟩√

2
,
|↑z↓z⟩ − |↓z↑z⟩√

2
. (9.3)

这组基矢的对称性与上一组一样。在下面的讨论中，我们会用到这组基矢。
有的时候，我们用一组特定的符号来表示这四个 Bell 态，分别记为

∣∣∣Φ+⟩
、

|Φ−⟩、
∣∣∣Ψ+⟩

、|Ψ−⟩。
这四个基矢构成的 4 维的 Hilbert 空间实际上是两个 2 维的 Hilbert 空

间的直积，H = H1 ⊗ H2。一个一般的状态矢量可以是，

|ψ⟩ = α
∣∣∣Φ+

⟩
+ β

∣∣∣Φ−⟩ + γ
∣∣∣Ψ+

⟩
+ η

∣∣∣Ψ−⟩ , (9.4)

其中
∣∣∣α2

∣∣∣ + ∣∣∣β2∣∣∣ + ∣∣∣γ2∣∣∣ + ∣∣∣η2∣∣∣ = 1。这个空间的状态也可以用第一组直积形式
的基矢来表达，例如

|ψ⟩ = α′ |↑z↑z⟩+ β′ |↑z↓z⟩+ γ′ |↓z↑z⟩+ η′ |↓z↓z⟩ . (9.5)

这样的一个状态一般不能写成两个二维空间矢量的直积，也就是

|ψ⟩ ,
∣∣∣ψ1

⟩ ∣∣∣ψ2
⟩
. (9.6)

当 α′ = 1，其它分量等于零的时候，

|ψ⟩ = |↑z↑z⟩ , (9.7)

是一个直积状态。当 α′ 和 η′ 不等于零，其它等于零的时候，就不是直积状
态。在 Bell 态作为基矢的展开形式下，就算其中的一个分量唯一，其它都
为零——也就是状态就是 Bell 态本身——也不是直积状态。这个直积态和
非直积态的区别与经典概率论的独立分布函数和关联分布函数非常像，但
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是我们很快会看见它们的区别。更一般地来说，用密度矩阵的语言，满足下
面等式的状态就叫做直积态，否则称为非直积态，

ρ = ρ1 ⊗ ρ2, (9.8)

其中 ρi = tr(−i) (ρ)，而 tr(−i) 表示对除了 i 系统的自由度之外的其它自由度
都求迹。
在经典概率论中，非直积态被称为关联态。在量子力学中，非直积态有

的时候也被称为关联态，或者纠缠态。在有的物理学家的语言中，纠缠态是
一个更严格的概念，代表了更小的状态集合。这个更狭义的纠缠态的定义我
们会在本节的稍后一点介绍。
有了耦合系统的状态的一般概念之后，我们按照我们之前讨论量子系

统的惯例，来讨论耦合量子系统的测量和状态演化。在此之前，我们先来回
顾一下经典耦合系统的测量。

9.2 经典关联态的测量

我们从最简单的开始，测量两个独立的完全对称的硬币，其状态为

ρ12,C =
1

4
|↑↑⟩ ⟨↑↑|+ 1

4
|↑↓⟩ ⟨↑↓|+ 1

4
|↓↑⟩ ⟨↓↑|+ 1

4
|↓↓⟩ ⟨↓↓| . (9.9)

测量得到的可能的状态是

|↑↑⟩ ⟨↑↑| , |↑↓⟩ ⟨↑↓| , |↓↑⟩ ⟨↓↑| , |↓↓⟩ ⟨↓↓| (9.10)

这四个，得到这些状态的几率分别是

P↑↑, P↑↓, P↓↑, P↓↓. (9.11)

它们的取值都是 1
4
。

于是，当我们发现第一个硬币是正面的时候，我们得到第二个硬币的状
态为 S 2 概率为，

P
(
S 2 | S 1 =↑

)
=

P (S 2, S 1 =↑)
P (S 1 =↑) =

1

2
. (9.12)

也就是说，知道了关于第一个硬币的知识不增加我们任何关于第二个硬币
的知识。这也就是独立硬币的含义。
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现在，我们来考虑两个用一根神奇的“红线”连接在一起的硬币，它们
俩总是显示相同的一面（我们暂时忽略在经典硬币上是如何实现这个“总是
显示相同”这个问题），也就是

ρ12,C =
1

2
|↑↑⟩ ⟨↑↑|+ 1

2
|↓↓⟩ ⟨↓↓| . (9.13)

测量得到的可能的状态是

|↑↑⟩ ⟨↑↑| , |↓↓⟩ ⟨↓↓| (9.14)

这两个，得到这些状态的几率分别是

P↑↑, P↓↓. (9.15)

它们的取值都是 1
2
。

于是，当我们发现第一个硬币是正面的时候，我们得到第二个硬币的状
态为 S 2 概率为，

P
(
S 2 =↑ | S 1 =↑

)
=

P (S 2 =↑, S 1 =↑)
P (S 1 =↑) =

P (S 2 =↑, S 1 =↑)
P (S 2 =↑, S 1 =↑) = 1. (9.16)

在这里我们发现，当知道第一个硬币的状态是向上的时候，第二个硬币的状
态必然向上，不可能向下。这个也就是完全相同（两个状态百分之一百关联
在一起）的硬币的含义。考虑两个完全相反的硬币，我们可以得到类似的结
果。
这样的完全关联在一起的随机变量是一个可以想象的东西，而且，想象

这样一个东西的难度不会比想象一个随机的硬币的难度高，尽管想象一个
随机的硬币已经不是一件简单的事情。如果有一个随机的硬币，我们找出来
其中的随机的核心——例如一个随机数生成器，然后利用这个生成器产生
的数据同时来控制这两个硬币的状态就可以了。因此，如果我们假设一份经
典随机数可以用来控制两个系统的状态，那么，想象两个关联在一起的硬币
的难度，完全就是想象一个随机硬币的难度。对于存在一个真随机的硬币，
我们没有觉得多么不可思议。于是，对于存在两个完全关联的硬币，我们也
没有觉得多么不可思议。顺便说一下，这个“一份随机数可以用来控制两个
系统”的假设，实际上依赖于经典信号的可复制性——给定一个经典信号 0

或者 1，我们可以在不用观察得到这个信号的真值的条件下，复制一个相同
的信号。以后，我们还会回到这个问题。
下面，我们来看耦合起来的两个量子自旋的测量。
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9.3 量子纠缠态的测量

我们来考虑两个处于下面这个状态的自旋的测量，

ρ12,Q =
1

2
(|↑z↑z⟩+ |↓z↓z⟩) (⟨↑z↑z|+ ⟨↓z↓z|) . (9.17)

例如，我们考虑测量第一个自旋的 z 方向，第二个自旋的 z 方向。对于这个
测量，我们的相当于测量一组相互对易的两个算符的本征值和相应的几率，

O1 = σ1
z ⊗ I2,O2 = I1 ⊗ σ2

z . (9.18)

其本征向量分别为如下四个（这里我们取了相互对易的两个算符的共同本
征态，证明这些状态就是这样的共同本征态的任务留作练习），

|↑z↑z⟩ , |↑z↓z⟩ , |↓z↑z⟩ , |↓z↓z⟩ . (9.19)

于是这四个状态出现的相应的几率分别是，

P↑z↑z = ⟨↑z↑z| ρ12,Q |↑z↑z⟩ =
1

2
,

P↑z↓z = ⟨↑z↓z| ρ12,Q |↑z↓z⟩ = 0,

P↓z↑z = ⟨↓z↑z| ρ12,Q |↓z↑z⟩ = 0,

P↓z↓z = ⟨↓z↓z| ρ12,Q |↓z↓z⟩ =
1

2
.

(9.20a)

(9.20b)

(9.20c)

(9.20d)

也就是得到的结果是两个自旋都向上的可能性是 1
2
，都向下的可能性也是

1
2
，但是不会有不相同的时候。这个结论和上面那个测量两个完全关联的硬
币是一样的。我们还可以得到更有意思的结果。

9.3.1 计算视角一：一组对易算符的测量

假设我们测量一个自旋的 x 方向，第二个自旋的 x 方向。对于这个测
量，我们的相当于测量一组相互对易的两个算符的本征值和相应的几率，

O1 = σ1
x ⊗ I2,O2 = I1 ⊗ σ2

x . (9.21)

其本征向量分别为如下四个，

|↑x↑x⟩ , |↑x↓x⟩ , |↓x↑x⟩ , |↓x↓x⟩ . (9.22)
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于是这四个状态出现的相应的几率分别是，

P↑x↑x = ⟨↑x↑x| ρ12,Q |↑x↑x⟩ =
1

2
,

P↑x↓x = ⟨↑x↓x| ρ12,Q |↑x↓x⟩ = 0,

P↓x↑x = ⟨↓x↑x| ρ12,Q |↓x↑x⟩ = 0,

P↓x↓x = ⟨↓x↓x| ρ12,Q |↓x↓x⟩ =
1

2
.

(9.23a)

(9.23b)

(9.23c)

(9.23d)

也就是得到的结果是两个自旋都向上的可能性是 1
2
，都向下的可能性也是

1
2
，但是不会有不相同的时候。这个结果和同时测量两个自旋的 z 方向完全
一致。

我们举例计算其中的第二个等式，公式 (9.23b)，

P↑x↓x = ⟨↑x↓x| ρ12,Q |↑x↓x⟩ =
1

2
⟨↑x↓x| (|↑z↑z⟩ ⟨↑z↑z|+ |↓z↓z⟩ ⟨↓z↓z|) |↑x↓x⟩

+
1

2
⟨↑x↓x| (|↑z↑z⟩ ⟨↓z↓z|+ |↓z↓z⟩ ⟨↑z↑z|) |↑x↓x⟩

=
1

4
− 1

4
= 0

(9.24a)

(9.24b)

(9.24c)

其中第一部分和第二部分相互抵消。

假设，我们只有第一部分那个对角项公式 (9.24a)，也就是

ρ12 =
1

2
(|↑z↑z⟩ ⟨↑z↑z|+ |↓z↓z⟩ ⟨↓z↓z|) . (9.25)

那么，我们就会得到

P↑x↓x = ⟨↑x↓x| ρ12 |↑x↓x⟩ =
1

4
. (9.26)

也就是说，如果让我们的两个自旋的量子态长的跟两个经典硬币的关联状
态一样，那么，我们的测量结果就会完全不一样。在量子态 ρ12,Q 的情形，对
于任何一个方向的对两个自旋的同时同方向测量（这里我们只计算了同时
测量 z 和同时测量 x）我们都得到两个自旋的方向完全相同的结果。在量子
态 ρ12（看起来很像很像 ρ12,C）的情形，对于两个自旋的同时同方向测量我
们有的时候得到两个自旋的方向完全相同的结果（例如测量 z 方向），有的
时候得到两个自旋的方向不同的结果（例如测量 x 方向）。

在得到这个结果的计算过程中，我们注意到最关键的地方在于矢量之
间的内积 ⟨↑x↓x| ↓z↓z⟩ 不等于非 0 即 1，而是由某个线性叠加关系给出，例
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如 |↑x⟩ = 1√
2
|↑z⟩+ 1√

2
|↓z⟩。这个叠加关系正是我门一直以来强调的量子力学

和经典力学的不同：量子系统的状态之间允许做线性叠加。

也就是说，状态 ρ12,Q 具有对两个自旋做各方向的配对测量都得到相同
状态的性质——两个自旋的状态在各方向上的同时测量的结果都完全相同，
但是ρ12 没有这个性质——两个自旋可以有相反的状态，而两者之间的差别
仅仅是非对角元 1

2
(|↑z↑z⟩ ⟨↓z↓z|+ |↓z↓z⟩ ⟨↑z↑z|) 存在与否。ρ12,Q 这种在各个方

向上都完全相关的量子态被称为纠缠态。ρ12 这种在某个方向上完全相关的
量子态被称为关联态。能够表达成两个系统的状态的密度矩阵的直积的状
态称为直积态，或者独立状态。实际上，纠缠态可以比这个各个方向完全相
关广泛。甚至可以定义纠缠度——给定一个状态，就算出来纠缠的程度是多
少。更一般地来说，非直积态都可以被认为是相关态，所有的相关态中除去
经典关联态（可以表达成为 ρ12 这样的在各个自旋的某种基矢的乘积作为整
个系统的基矢的表象下完全对角的状态），都是纠缠态。本书中，我们只关
心 ρ12,Q 这样的完全纠缠态。

历史上，当大家发现完全纠缠态的这个性质——在任意同一个方向上
做量子自旋的测量得到状态相同的结果——的时候，很多科学家都认为这
是一件非常神奇的事情。现在，我们看见，这件事情的本质，仍然是非对角
元，仍然是量子态的叠加原理。如果仅仅从关联的建立的角度，两个粘在一
起的硬币也能够得到观测值完全相同（或者相反，取决于如何粘）的结果。
最关键的地方不是存在着关联的测量结果，而是“在任何一个方向上”都可
以得到关联。因此，量子纠缠的特性，还是来源于量子相干性，或者说态叠
加原理，或者说非对角元的存在，或者说算符的非对易性，或者说 Hilbert
空间允许的矢量加法。这些表述都是等价的。纠缠仅仅是这些个等价的原理
的结果和表现。

9.3.2 计算视角二：“先后”测量

在上面测量结果的计算中，对于观测者一——称为 Alice——测量第一
个自旋的 σx 方向，观测者二——称为 Bob——测量第二个自旋的 σx 方向
这件事情，我们采用了一组对易的关于两个自旋系统的算符 O1,O2 来整体
描述。现在，我们用另一个视角——先让 Alice 测量第一个自旋，然后再让
Bob 测量第二个自旋——来看待这件事情，看看算出来这个测量会得到什
么结果。也就是说，我们先看 O1 = σ1

x ⊗ I2 的测量结果，然后再来看在这个
测量结果的基础上，做 σ2

x 的测量的结果。对于这个计算，显然我们的依据
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是量子力学的公理3 和公理4，而按照这两个公理，只要我们把密度矩阵 ρ

写成所测量的算符——这里主要是 σ1
x——的本征向量的展开，我们就可以

直接把测量结果和测量后状态读出来。现在，我们来做一下这个。为了简化
记号，由于我们的密度矩阵 ρ12 实际上是一个纯态，也就是说存在 |Ψ⟩ 使得
ρ12 = |Ψ⟩ ⟨Ψ|，我们直接在 |Ψ⟩ 上做计算。另外，为了简化符号，x（z）方
向的本征态，我们用 |±⟩（↑↓）来表示。

∣∣∣Ψ12
⟩
=

√
2

2
(|↑↑⟩+ |↓↓⟩)

=

√
2

2

 √2
2

(|+⟩+ |−⟩) |↑⟩+
√
2

2
(|+⟩ − |−⟩) |↑⟩


=

√
2

2

|+⟩ √2
2

(|↑⟩+ |↓⟩) + |−⟩
√
2

2
(|↑⟩ − |↓⟩)


=

√
2

2
(|+⟩ |+⟩+ |−⟩ |−⟩) . (9.27)

于是，由于测量的算符是 σ1
x，我们发现得到的结果有两个：|+⟩或者 |−⟩，各

自的几率是 1
2
和 1

2
。如果观测得到 |+⟩（|−⟩），则系统在测量之后的状态是

|+⟩ |+⟩ (|−⟩ |−⟩). (9.28)

接着在这个状态上测量第二个自旋的 x 方向，我们得到测量结果 100%|+⟩
（100%|−⟩）。

在这个计算里面，我们不去寻找 O1,O2 算符的共同本征态，而是先看
看 Alice 测量的结果，再来看 Bob 在 Alice 测量之后的状态上测量的结果。
我们可以反过来，先看 Bob，再看 Alice。结果是一样的。这个给我们一个启
示，在上面的计算中所谓的先后，仅仅是逻辑上的先后，不是实际物理过程
的先后。实际上，Bob 测量的方向不一定和 Alice 的一致，这个时候上面的
计算（或者看作两个对易算符 O1,O2 的计算），也能够给出与实验相符的结
果。这个留做作业。如果看作是物理过程的先后，我们上面的计算“可以这
样来理解”：第二个自旋“了解到”Alice 测量的方向，然后按照 Alice 的结
果向上还是向下来“决定”呈现给 Bob 状态 |+⟩ 还是状态 |−⟩。于是，看起
来好像第二个自旋跟 Alice 之间可能存在某种信息的交流。或者反过来，第
一个自旋和 Bob 之间存在着某种信息交流。在真实的实验中 [45]，两个自
旋可以相距非常远，两个观测者做出观测的时间间隔可以非常小，以至于，
如果存在这样的交流，这个交流必须是以超光速的方式来传递的。当然，我
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们看到，这个看起来像个问题的问题，并不是量子力学的理论结构导致的，
如果把 Alice和 Bob的测量看作是整体系统的测量（一组对易算符 O1,O2），
量子理论完全解释了实验观察。这个问题是我们企图用先分析一个观测者
然后再分析另外一个观测者，而且企图通过这个先后测量来“理解”这个计
算结果导致的。实际上，量子力学给出来的对测量结果的预测是一样的，跟
谁先谁后无关。

也就是说，不管从整体测量的角度来运用公理3和公理4，还是从先考虑
某一个观测者然后另外一个的角度，给出来的结果都符合实验观察。存在问
题的地方在于我们去“理解”这个量子现象的企图。顺便，我们指出来，在
经典关联态的测量中，如果我们从真随机的经典客体的角度来“理解”，那
么，看起来第二个硬币也需要先了解第一个观测者的结果，因此，也存在这
个信息交流的问题。当然，在经典的情形下，第二个硬币只需要知道测量的
结果——向上还是向下，而在量子的情形下，第二个自旋需要知道 Alice 测
量的方向——所测量的自旋的空间方向 r̂，以及测量的结果——向上还是向
下。

这个多出来的需要知道 Alice 所测量的自旋的空间方向 r̂ 的根本原因，
还是量子态可以做表象变换，也就是线性叠加运算，于是对于一个给定方向
的本征态的测量可以是在任意方向上的。于是，纠缠态区别与经典关联态的
地方还是态叠加原理。

我们已经看到，除了上经典关联态已经具有的神奇之处——长程关联，
纠缠态的独特特性——对两个自旋做任意一对方向上的测量结果之间都存
在关联——的根本原因还是量子态的叠加原理，或者说表象变换，或者说不
是所有算符都对易。当然，以后我们会看到，这样的纠缠，在具体应用上确
实有独特的地方，可以成为很多量子信息问题和量子计算问题的基础。这一
章的主要任务是说明在理论上纠缠是什么。纠缠态的上面这个属性和测量
的时候两个自旋的距离没有关系，可以相距很远很远。这个时候，有的人就
会问那么如何来理解一个自旋知道另外一个自旋已经被测量而且得到某个
状态的结果呢，“因为这个自旋必须知道这个情况才能决定在自己被测量的
时候显示什么状态呀”？例如，“第二个自旋怎么知道第一个的自旋被测量的
是 z 方向并且得到结果向上，于是把自己的状态调整为向上态”。这其实是
一个不好的问题。没有什么理由这个自旋必须知道另一个自旋被测量的情
况才能决定自身的被侧量结果。在经典关联硬币的例子中，两个硬币，只要
关联没有被破坏，也可以相距很远很远。如果这个时候，你不觉得理解上有
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问题，那么在量子自旋的情况，你也不应该觉得有问题。真正量子和经典的
不同不在于出现与否长程关联，而在于量子的纠缠态能够保证任何一组相
同的方向的测量都有关联的结果，而经典的情形仅仅能够保证在特定的方
向上有关联的结果。而给定一个状态，对任何一个方向上的测量都能够给出
正确的结果，这件事情，量子力学是通过引入态叠加（等价于表象变换、算
符非对易、用有非对角元的密度矩阵代替密度分布函数）来实现的。

9.3.3 计算视角三：可分辨性

在本小结的最后，我们用另一个方式来运用公理3和公理4对纠缠态的
测量给出一个计算结果。对于同一个问题，不同的呈现方式有的时候可以给
我们不同的启发。
对于 O1 = σ1

x ⊗ I2 的测量，我们来计算这个算符的本征向量。由于简并
的本征值（一个本征值对应着多个本征向量）我们需要认为引入额外的记号
来区分这些简并态：|+⟩

∣∣∣r+⟩
, |+⟩ |r−⟩ , |−⟩

∣∣∣r+⟩
, |−⟩ |r−⟩。其中 |r±⟩ 是第二个自

旋的状态空间中的任意一组相互正交的态。可以验证，这四个矢量确实是算
符 O1 的本征矢量。按照公理3，我们先来计算概率，

P+r+ =
⟨
r+

∣∣∣ ⟨+| ρ12 |+⟩ ∣∣∣r+⟩
=

1

2

⟨
r+

∣∣∣ (|+⟩ ⟨+|) ∣∣∣r+⟩
P+r− = ⟨r−| ⟨+| ρ12 |+⟩ |r−⟩ =

1

2
⟨r−| (|+⟩ ⟨+|) |r−⟩

P−r+ =
⟨
r+

∣∣∣ ⟨−| ρ12 |−⟩ ∣∣∣r+⟩
=

1

2

⟨
r+

∣∣∣ (|−⟩ ⟨−|) ∣∣∣r+⟩
P−r− = ⟨r−| ⟨−| ρ12 |−⟩ |r−⟩ =

1

2
⟨r−| (|−⟩ ⟨−|) |r−⟩ .

(9.29)

(9.30)

(9.31)

(9.32)

毫无疑问，这四个数都是非负实数，但是，具体的值，依赖于我们选择的
|r±⟩。看起来，我们的测量结果依赖于一个任意的选择！
实际上，当我们关注 Alice 的测量的时候，我们关心的是

P+ = P+r+ + P+r− . (9.33)

于是，

P+ =
1

2

⟨
r+

∣∣∣ (|+⟩ ⟨+|) ∣∣∣r+⟩
+

1

2
⟨r−| (|+⟩ ⟨+|) |r−⟩

=
1

2
tr (|+⟩ ⟨+|)

=
1

2
.

(9.34)

(9.35)
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这个是与实验相符的结果。也就是说，对于 Alice 测量的结果来说，我们不
关心第二个自旋处于什么状态。

下面来计算 Alice 观测结果得到向上的时候的测量后状态：当我们观测
结果是 +r+ 的时候，我们得到相应状态，|+⟩

∣∣∣r+⟩
；当我们观测结果是 +r−

的时候，我们得到相应状态，|+⟩ |r−⟩。现在的问题是如何把这两个结果合起
来，下面的两个密度矩阵的哪一个？是

ρ f = P+r+

∣∣∣+r+
⟩ ⟨
+r+

∣∣∣ + P+r− |+r−⟩ ⟨+r−|

= (|+⟩ ⟨+|)
(
P+r+

∣∣∣r+⟩ ⟨
r+

∣∣∣ + P+r− |r−⟩ ⟨r−|
)
, (9.36)

还是， ∣∣∣Ψ f
⟩
=

⟨
r+

∣∣∣ +⟩ ∣∣∣+r+
⟩
+ ⟨r−| +⟩ |+r−⟩

= (|+⟩)
(∣∣∣r+⟩ ⟨

r+
∣∣∣ +⟩+ |r−⟩ ⟨r−| +⟩)

= (|+⟩) (|+⟩) . (9.37)

按照实验的结果，我们知道当然公式 (9.37) 与实验相符——当 Alice
测量得到向上的时候，整体系统的状态是 (|+⟩) (|+⟩)。公式 (9.36) 和公式
(9.37) 理论上的区别在于：前者是概率叠加——把两个密度矩阵相加，不存
在交叉项，后者是相干性叠加——把两个态矢量相加，于是转化成密度矩阵
的语言的时候存在交叉项。那为什么这里相干性叠加给出正确的结果，概率
性叠加不能呢？因为在讨论 Alice 的测量结果的时候，第二个自旋的状态是
不可区分的。这个就好像是在讨论 which-way 实验的时候一样，对于不能
区分的状态，我们用相干性叠加。

我们看到这三个计算的视角不一样，但是结果是完全一样的。给我们的
启发也不一样：对于完全确定的没有简并的本征态的耦合系统上的测量算
符集合（就算看起来是单个系统的测量也需要写成耦合系统上的测量算符），
直接运用公理3和公理4给出结果就行；如果我们把耦合系统的测量看作是
逻辑上先后的测量，那么这个先后不可能是物理上的时间因果过程，仅仅是
逻辑上的，因为无论哪个为先哪个当后，给出的测量结果预测是一样的；对
于存在简并本征态的耦合系统上的测量算符，在运用公理4写下测量后状态
的时候，需要考虑测量结果的是否可分辨。不可分辨的时候测量后状态需要
用矢量叠加，可分辨的时候用概率叠加。

总而言之，第一，对于耦合系统，公理3和公理4仍然给出与实验相符的
结果；第二，量子纠缠态的各个方向的测量都有关联的特性是态叠加原理的
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结果；第三，有的时候“理解”量子力学是个问题，尤其是用熟悉了经典世
界的人的理解能力来理解的时候。

9.4 作业

习题 9.1 验证 |ψ⟩ = α′ |↑z↑z⟩+ η′ |↓z↓z⟩ 不可能是直积状态。

习题 9.2 对易算符的本征向量：计算 O1 = σ1
z ⊗ I2,O2 = I1 ⊗σ2

z 的共同本征
向量。给定状态 |Φ−⟩，按照这些共同本征态来计算 Alice 测量 σz，Bob 测
量 σz 的结果。

习题 9.3 对易算符的本征向量：计算 O1 = σ1
z ⊗ I2,O2 = I1 ⊗σ2

x 的共同本征
向量。给定状态 |Φ−⟩，按照这些共同本征态来计算 Alice 测量 σz，Bob 测
量 σx 的结果。

习题 9.4 先后测量：给定状态 |Φ−⟩，计算 Alice 先测量 σz，Bob 再测量 σx

的结果，以及反过来计算 Bob 先测量 σx，Alice 再测量 σz 的结果。

习题 9.5 纠缠态的非对角元：计算 ⟨↑x↓x| ρ12,Q |↑x↓x⟩和 ⟨↑x↓x| ρ12 |↑x↓x⟩。其中
ρ12,Q = 1

2
(|↑z↑z⟩+ |↓z↓z⟩) (⟨↑z↑z|+ ⟨↓z↓z|)，ρ12 = 1

2
(|↑z↑z⟩ ⟨↑z↑z|+ |↓z↓z⟩ ⟨↓z↓z|)。

9.5 本章小结

本章中我们主要介绍了两个自旋的状态空间是什么——4 维 Hilbert 空
间，这个空间和两个自旋的本身的空间的关系是什么——直积空间。然后我
们介绍了经典关联态的测量和量子纠缠态的测量。其中，Bell 态的定义需
要了解，在以后的章节中我们会用到。对于纠缠态的测量，我们用不同的计
算方式，根据公理3和公理4，得到了与实验相符的结果。同时，通过这些计
算，我们发现，纠缠态的除了与经典关联一样的具有长程关联之外的特殊性
质——对两个自旋做任意一对方向上的测量，其结果都有关联，就是态叠加
原理的结果。
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缠

这一章，我们来回答耦合系统的状态如何在这个 4 维 Hilbert 空间里面
演化，这样的演化如何计算，一个系统能够从非纠缠的状态到达纠缠的状态
吗？量子力学的基本理论不会随着 Hilbert 空间维数的变化而变化，所有之
前学习过的量子力学的一般理论都成立。

10.1 演化以及演化导致的纠缠

量子力学的一般理论告诉我们从系统的 Halmitonian 开始，演化算符
是 U = e−iHt，而系统的 Hamiltonian 对应着外界对系统或者系统的各个部
分之间的相互作用。我们还是利用具体的例子来展示一个独立状态如何可
以演化成为一个纠缠态。

例 10.1 (演化导致的纠缠) ：在基矢集合 |↑z↑z⟩，|↓z↓z⟩，|↑z↓z⟩，|↓z↑z⟩ 的表象
（按照顺序）下，给定如下 Hamiltonian，

H =

 H0 0

0 H0

 , (10.1)

其中

H0 =
1

4 + 2
√
2

 1 −1 −
√
2

−1 −
√
2 3 + 2

√
2

 . (10.2)

计算 t = π 时刻的演化算符，并讨论这个演化算符把独立状态 |↑z↑z⟩，|↓z↓z⟩，
|↑z↓z⟩，|↓z↑z⟩ 分别映射成为什么状态。

211
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演化算符 U = e−iHt 可以通过求解 H 的本征值和本征向量得到。我们
先来计算 H0 的本征向量，得到，

|E1 = 0⟩ = 1√
4 + 2

√
2

 1 +
√
2

1

 ,
|E2 = 1⟩ = 1√

4 + 2
√
2

 1

−1 −
√
2

 .
(10.3a)

(10.3b)

于是，H0 所对应的演化算符 U0 可以表达成为，

U0 = e−iE1t |E1⟩ ⟨E1|+ e−iE2t |E2⟩ ⟨E2|

=
1
√
2

 1 1

1 −1

 . (10.4)

于是，整体的演化算符是

U =
1
√
2


1 1 0 0

1 −1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 −1


. (10.5)

这个算符作用在 [1�0�0�0]T 得到 1√
2
[1�1�0�0]T，也就是。

U |↑z↑z⟩ =
1
√
2
(|↑z↑z⟩+ |↓z↓z⟩) (10.6)

我们看到这个演化算符把独立状态映射成为纠缠态。如果我们知道如何实
现 H0 那么，我们就能够实现 H 也就能够实现 U 了。注意到这里的 U0 其
实是Hadamard 变换。
在这个计算中，我们特意采用了交换了顺序的一组基矢。更加常用的基

矢其实是 |↑z↑z⟩，|↑z↓z⟩，|↓z↑z⟩，|↓z↓z⟩。如果采用这一组基矢，我们的 Hamil-
tonian 需要定义为，

H =
1

4 + 2
√
2


1 0 0 −1 −

√
2

0 1 −1 −
√
2 0

0 −1 −
√
2 3 + 2

√
2 0

−1 −
√
2 0 0 3 + 2

√
2


. (10.7)
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读者不妨验证一下，是否如公式 (10.6) 一样，这个 Hamiltonian 对应着的
演化算符确实把独立状态映射到相应的纠缠态。
这个 H 实际上反映了两个自旋的相互作用。

10.2 测量导致的纠缠

上一节我们已经看到通过演化，某些形式的 Hamiltonian 可以把独立
状态转化成为纠缠态。现在，我们试试用另一个角度来构造纠缠态。这个角
度就是测量，因为我们已经知道测量和演化都可以使得量子系统的状态发
生变化。我们也通过一个例子来展示通过测量建立纠缠。假设我们已经得到
了两个光子的纠缠态，现在我们想得到四个光子的纠缠态。当然，我们可以
构造四个光子的相互作用来通过演化得到四个光子的纠缠态。这里，我们用
另一种方式，来自于文献 [46]。
考虑两对已经分别实现纠缠的光子，其中 12 和 34 都处于如下纠缠态

（在实际实验中，经常用另一个 Bell 态
∣∣∣Ψ12
−

⟩
= 1√

2
(|HV⟩ − |VH⟩)，为了描述

简单，这里我们采用下面这个 Bell 态），∣∣∣Ψ12
⟩
=

1
√
2
(|HH⟩+ |VV⟩) ≜

∣∣∣Φ+
⟩
=

∣∣∣Ψ34
⟩
, (10.8)

那么整个系统的状态就是 ∣∣∣Ψ1234
⟩
=

∣∣∣Φ+
⟩ ∣∣∣Φ+

⟩
=

1

2
(|HHHH⟩+ |HHVV⟩+ |VVHH⟩+ |VVVV⟩) . (10.9)

这里我们用了 Bell 态的记号。测量导致纠缠的基本思想就是从上面的四个
状态里面，我们想办法把不需要的状态去掉，通过测量只留下需要的状态。
例如，在这里，我们希望去掉这个部分，

|HHVV⟩+ |VVHH⟩ . (10.10)

我们如何去掉这个部分呢，选择留下测量结果的一部分来做下一步的实验。

实验 10.1 4 光子纠缠实验：从两对已经实现纠缠的光子中选择其中一个经
过反射之后到达内部方向是 00 的偏振分束器——它透射 00（标记为 H）的
光，反射 900（标记为 V）的光。按照偏振分束器的出射光子的情况来决定
是否让光子进入下一步的实验：如果有两个方向的输出的情况，继续后续的
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图 10.1: （a）4 光子纠缠实验装置示意图：仅保留从偏振分束器两侧都出现
光子的情况进入后续的实验，如果实验中出现分束器一侧观察到光子的情
形，实验终止，重新开始。（b）3 光子纠缠实验装置示意图：仅保留在 5 出
口的探测器上接收到光子，并且 6 出口有光子输出的情况进入后续的实验。
记得去获取授权

实验，否则终止。问：对于能够进入后续实验的例子来说，它们处于什么状
态？在实验中，实际上，我们还需要，制备纠缠态的技术，以及探测光子从
偏振分束器的哪一边出来又不破坏光子的偏振态的技术。在此，不讨论这些
技术如何实现。

两对光子的状态组合有四种 (HH,HH)、(HH,VV)、(VV,HH)、(VV,VV)。
下面我们会看到通过选择出射光子的情况（丢弃两个光子都从偏振分束
器左侧或者右侧出射的情况），实际上进入后续实验的光子的状态肯定是
|HHHH⟩+|VVVV⟩√

2
。

这里，我们让这样的两对光子的各自的其中一个光子，我们称为光子 2、
4，经过一个偏振分束器（PBS），如图 10.1。我们发现，这个时候有三个
可能的结果，两个光子都从左侧出来，两个光子都从右侧出来，两个光子分
别从左侧和右侧出来。前两个结果对应着的光子的状态分别是 |HV⟩，|VH⟩。
例如 |HV⟩ 会让光子 2 透射，光子 4 反射，于是它们一起出现在右边。同理
|VH⟩ 会让光子同时出现在左边。
对于两边都有光子的情形，|HH⟩ 和 |VV⟩ 都有可能，并且不可区分。于

是，我们将来需要采用矢量叠加。当光子 2、4 处于 |HH⟩ 态的时候，由于
1、3 分别和 2、4 的纠缠，整体必然这个时候是 |HHHH⟩ 态。同理，当光子
2、4 处于 |VV⟩ 态的时候，整体必然这个时候是 |VVVV⟩ 态。两者不可区分
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而且概率幅相同。于是，

∣∣∣Ψ1234
⟩
=

1
√
2
(|HHHH⟩+ |VVVV⟩) . (10.11)

实际上我们为了确定偏振分束器的两侧都接收到光子，我们需要做一个不
改变光子自旋状态却能够确定光子从偏振分束器的哪一侧出射的测量，然
后才能把都从右侧出来或者都从左侧出来的结果排除在后续的实验中。具
体技术细节就不在这里讨论了。一个简单的后续实验可以这样：例如，在四
个方向上分别安装探测器的话，同时四个方向都有探测到光子的结果就可
以验证我们得到了目标纠缠态。另外，实际上，实验中用的状态是另一种纠
缠，

∣∣∣Ψ12
−

⟩
= 1√

2
(|HV⟩ − |VH⟩)，但是原理是一样的。

实际上，这个方案是从另外一个更早一点的工作 [47] 发展过来的。在
那个工作中，两对纠缠的光子被用来制备三个纠缠的光子，其中的一个光子
在测量的时候用掉了。其方案非常简单，这里再作进一步的简化。我们用同
样的仪器，但是在偏振分束器（PBS，内部方向 00，透射水平偏振光反射竖
直偏振光）后面的左侧增加一个探测器。然后，我们按照这个探测器上的结
果来作进一步的实验。这个探测器有三种可能的结果，得到两个光子，得到
一个光子，没有得到任何一个光子。对于得到两个光子和没有得到光子的情
形，我们忽略所有可能的下一步的实验得到的结果。于是，我们的下一步实
验仅仅记录这个探测器得到一个光子的情形。现在，我们来思考得到一个光
子的情形对应的光子的状态。相比于上面的 4 光子纠缠实验，这个 3 光子
的实验更加容易实现：只要探测器能够区分收到 0, 1, 2三个光子的情形就可
以，而不用一定需要探测光子经过但是不破坏其偏振状态的技术。

这个光子可能是反射过来的光子 2，于是其状态为 V，于是光子 1 的状
态也是 V。同时，由于光子 4 没有投射过来，也就是被反射了，于是 4 的状
态就是 V，因此 3 的状态也是 V。也就是说，134 的光子会进入下一步的实
验，其状态是 VVV。这个光子可能是透射过来的光子 4，于是其状态为 H，
于是光子 3 的状态也是 H。同时，由于光子 2 没有反射过来，也就是被透
射了，于是 2 的状态就是 H，因此 1 的状态也是 H。也就是说，123 的光子
会进入下一步的实验，其状态是 HHH。如果这两种可能的状态哪一种发生
了完全不能从实验过程上区分（注意不管哪一种状态其出口都是 136），那
么系统的状态就是，

∣∣∣Ψ136
⟩
=

1
√
2
(|HHH⟩+ |VVV⟩) . (10.12)
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于是，通过测量和选择，我们把两对双光子纠缠态转化成了三光子纠缠态。

在实际实验中，双光子的纠缠比较容易实现，多光子的纠缠如果通过相
互作用来实现有一定的难度。因此，这种通过测量来实现多光子纠缠的方法
经常被使用。

10.3 作业

习题 10.1 给定如下 Hamiltonian，

H0 =
1

4 + 2
√
2

 1 −1 −
√
2

−1 −
√
2 3 + 2

√
2

 . (10.13)

请用自旋算符，例如 I, σx, σy, σz 之类的形式写出这个 H0。有了上面这个题
的经验之后，来思考下面的问题。给定如下 Hamiltonian，

H =
1

4 + 2
√
2


1 0 0 −1 −

√
2

0 1 −1 −
√
2 0

0 −1 −
√
2 3 + 2

√
2 0

−1 −
√
2 0 0 3 + 2

√
2


. (10.14)

请用自旋算符，例如 σ1
xσ

2
x , σ

1
xσ

2
y 之类的形式写出这个 H。

习题 10.2 CNOT 量子逻辑门的 Hamiltonian：给定如下 Hamiltonian，

H =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0.5 −0.5
0 0 −0.5 0.5


, (10.15)

计算 t = π 时刻的演化算符，并讨论这个演化算符把独立状态 |↑z↑z⟩，|↑z↓z⟩，
|↓z↑z⟩，|↓z↓z⟩ 分别映射成为什么状态。这个演化算符有一个自己的名字——
CNOT 逻辑门，实现控制非（Controlled-NOT）计算。

习题 10.3 两个自旋的关联 1：假设氢原子电离之后，电子-质子处于如下的
自旋态（仅仅考虑自旋的自由度）|↑α↓θ⟩ 状态。其中 |↑θ⟩（|↓θ⟩）表示 r̂θ =

sin (θ)̂i + cos (θ)k̂ 方向的向上（向下）本征态，也就是自旋算符 S θ =
⃗̂S · r̂θ

的向上本征态。
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1. 求在该自旋态测量电子自旋 S e
α 得到的各个可能取值的概率。测量之

后，假设得到这个方向的向上状态，该系统的自旋状态是什么？对电
子自旋的测量是否改变了质子的自旋状态？

2. 计算在该自旋态下，测量质子自旋 S p
β 得到的各个可能取值的概率。

3. 计算在该自旋态下，“先”测量电子自旋 S e
α 得到某个可能的取值，“后”

在所得到的状态下测量质子自旋 S p
β 得到的各个可能取值的概率。

4. 计算上面的测量得到的结果的关联系数 E (α, β) =

⟨
S e
αS p

β

⟩
−⟨S e

α⟩
⟨
S p
β

⟩
∆S e

α∆S p
β

。其中
∆S e

α 表示测量电子的 r̂α 方向的自旋得到的结果的标准差。

习题 10.4 两个自旋的关联 2：假设氢原子电离之后，电子-质子处于如下的
自旋态（仅仅考虑自旋的自由度） 1√

2
(|↑α↓θ⟩ − |↓α↑θ⟩) 状态。重复以上计算。

10.4 本章小结

本章主要展示了在耦合系统中，利用相互作用和测量——这两种改变
系统状态的方法——可以得到纠缠态。纠缠态的独特的性质在上一章已经
讨论过。在下一章，以及量子信息部分，我们还会再一次见到具有这样的性
质的纠缠态能够用来做什么。
在耦合系统的最后我们提一下从单个粒子到耦合粒子系统理论上需要

考虑的真正多出来的一个因素：全同粒子的状态的问题。我们一直没有讨论
这个问题。在我们之前的讨论中，我们总是能够区分粒子 1和粒子 2的。如
果在某些问题中，粒子是不可以区分的，量子系统的实验告诉我们，这样的
粒子的状态只能够在直积空间的某些子空间内取值。例如费米子（Fermion）
只能够在交换粒子编号反对称的子空间取值，而波色子（Boson）只能够在
交换粒子编号对称的子空间取值。这个问题相当于对量子系统提出了一个
额外的约束，或者说在粒子之间建立了额外的关联。这个问题具有非常深刻
的根源和非常深刻的影响 [48]。在本书中，我们不再讨论。

下一章，以及后续的章节是纠缠态——我们也会看到其本质还是量子
态叠加原理——的应用。
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第十一章 量子力学的确定性经典
理论的再一次讨论

在引论部分，我们已经讨论了量子系统的测量行为，以及用建立在确定
性经典理论和随机性经典理论——这个随机性可以使内秉真随机性也可以
是由于信息不完备导致的伪随机性，在后者的情况下随机性经典理论等价
于确定性经典理论——来描述量子系统的测量行为的可能性。我们已经基
本否定了这样的可能性，所以在后面的章节中转而讨论允许使用非对角元，
突破经典概率论框架的数学模型来描述量子系统的测量行为。在这一章，我
们再次回到这个量子系统的经典理论的可能性的问题，只是稍微改变一下
我们的测量对象，使得这个测量得到的结果看起来更加具有特殊性，并且来
思考什么样的经典理论可能可以描述这样的特殊行为。这个测量就是一个
纠缠态的测量。

本章推荐阅读材料：J. Bell《Speakable and Unspeakable of Quantum
Mechanics》[1]。

11.1 纠缠态上的量子测量的结果

考虑一个纠缠态，

∣∣∣Ψ−⟩ = 1
√
2
(|↑z↓z⟩ − |↓z↑z⟩) , (11.1)

219
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计算测量 σ1
zσ

2
r 的平均值。⟨
σ1

zσ
2
r

⟩
=

1

2
(⟨↑z↓z| − ⟨↓z↑z|)σ1

zσ
2
r (|↑z↓z⟩ − |↓z↑z⟩)

=
1

2

(
⟨↓z|σ2

r |↓z⟩ − ⟨↑z|σ2
r |↑z⟩

)
= − cos θ, (11.2)

其中 θ 就是 r̂ 和 z 方向的夹角。
现在量子系统的经典理论的可能性的问题就成了是否存在一种经典概

率分布，和一组对应的测量，其结果与上面的两个不同方向的自旋测量的结
果一致。这里我们只关心测量的平均值。在引论部分第二章的讨论中，我们
关心单次测量的结果及其平均值，还有测量以后马上再测量的单次的结果
及其平均值。这一章里面，我们就不再关心单次的结果而仅仅关心平均值，
也不再关心测量以后再次测量的单次结果和平均值的问题了。因此，本章在
理论要符合哪些实验结果要求比引论部分的讨论要低。需要注意的是，如果
我们只关心测量的平均值，对于单个的自旋，满足测量平均值与量子理论和
量子实验得到的结果一样的经典概率论是能够构造出来的。在仅仅考虑平
均值的情况下，Bell就提供了一个与二维量子系统一致的隐变量理论[1]。在
引言部分，我们的结论是在非常宽泛的条件下，考虑了再测量之后，与量子
实验的结果相一致的经典理论基本上是不存在的。所以，我们在引言部分的
讨论和这里的讨论不是重复的，尽管企图解决的问题是同一个：我们希望说
明满足公式 (11.2)测量结果关联性的经典对象是不存在的。当然，在这个时
候，我们就需要对什么系统是经典对象有一个界定：凡是由经典概率论——
也就是概率三元体和经典概率论公理5-8——所描述的系统，我们称为经典
对象。

11.2 经典关联态上的测量的 Bell 不等式

现在，我们来展示符合经典概率论的状态是不可能遵循上面的这个测
量结果之间的关联关系的。考虑这样一个系统，这个系统的状态由某一个隐
藏起来的不能直接测量和确定的随机变量 λ 决定。在这个系统上，我们可
以测量两个量 A (a⃗, λ) 和 B

(
b⃗, λ

)
，例如 a⃗ = ẑ，b̂ = r̂，A、B 就是着两个方

向上的自旋。我们想知道，如果上面的两个自旋的量子系统用经典概率分布
来描述的话，这样的所测量到的关联值满足什么约束。然后，我们考察量子
系统的上述结果公式 (11.2) 是否满足这个约束。
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下面，我们来计算按照经典概率分布的理论这个每一次测量之后的得
到的 AB 乘积的平均值。注意，在这里，我们假设 λ 取什么值和选择的测量
的方向 a⃗、b⃗ 是没有关系的。这个假设实际上是要求我们的测量和被测量物
理对象的状态之间存在着某种客观性：被测量物理对象的状态是独立于测
量者希望来测量的物理量之外的。违反这一条的理论相当于允许被测量物
理对象了解测量者的企图。这样的理论，尽管没有什么原理说不能成立，不
是物理学理论追求的目标——试想一下让一个自旋了解实验者到底要测量
“它自己”的什么方向然后这个自旋甚至会做相应的调整这件事情有多么的
不可接受。

在这个假设下，当然这个 λ就更加不能是同时依赖于 a⃗, b⃗的函数了。不
管实验者选择的测量方向是什么，被测量的物理对象的状态是由一个预先
已经给定概率分布给出的某个样本决定的，而不是由某一个实验者，或者是
所有的实验者所选择的方向决定的。

在这个条件下，我们来求 AB 乘积的平均值，

⟨
A (a⃗, λ) B

(
b⃗, λ

)⟩
=

∫
dλρ (λ) A (a⃗, λ) B

(
b⃗, λ

)
. (11.3)

这个表达式“表示”：系统的状态是由参数 λ 决定的，λ 自己符合某个概率
分布，然后，给定某一个 λ 的值以后，任何测量——例如 A 测量 a⃗ 方向的
自旋以及 B 测量 b⃗ 方向的自旋——结果是确定的；在这个随机客体的测量
的解释下，我们需要保证测量结果之间的关联与实验观察相符。在这里，我
们隐含着一个要求，λ 和 a⃗, b⃗ 没有关系。λ 代表了客观系统的状态，尽管未
知，尽管 λ 是隐藏变量。a⃗（b⃗）代表第一（二）个观测者 Alice（Bob）的
意图。一个好的经典理论，我们希望客观系统的状态和观测者的意图是分开
的，也就是说，一定程度上客观实在性是存在的。同时这个表达式还有另一
重假设a⃗ 和 b⃗ 应该是独立的，不能通过 λ 建立起来某种联系。我们也可以
形式上写下来一个 Alice 和 Bob 的整体测量结果表达式，例如

⟨
AB

(
a⃗, b⃗; λ

)⟩
=

∫
dλρ (λ) AB

(
a⃗, b⃗; λ

)
. (11.4)

公式 (11.3) 相当于是假设了

AB
(
a⃗, b⃗; λ

)
= A (a⃗, λ) B

(
b⃗, λ

)
. (11.5)

这个假设被称为Einstein 定域性[8]。
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当然，在实验中，我们可以不仅仅要求测量结果的关联性与实验相符，
还可以要求 A (a⃗, λ)必须是 ±1等其它条件得到满足。在下面的讨论中，我们
仅关心这个测量结果之间的统计关联性，因为这个是我们将要讨论的Bell不
等式所关注的量。因此，这一章的主要任务就是检验，包含隐变量的经典理
论计算出来的关联公式 (11.3) 是否和量子系统测量得到的关联公式 (11.2)

存在矛盾。
为了这个目的，我们来考查这样的关联所满足的约束，

C
(
a⃗, b⃗

)
≜

⟨
A (a⃗, λ) B

(
b⃗, λ

)⟩
. (11.6)

以下计算的过程如果太抽象，想着这里我们关心的是两个不同方向的自旋
的测量值的关联，也就是

⟨
s (a⃗, λ) s

(
b⃗, λ

)⟩
。

以下的讨论来自于 Ballentine 的《Quantum Mechanics – a modern
development》[8]。首先，对于任意一个方向的单个自旋的测量，我们有∣∣∣A (a⃗, λ)

∣∣∣ ≤ 1,
∣∣∣∣B (

b⃗, λ
)∣∣∣∣ ≤ 1. (11.7)

然后，我们来证明下面的结果——称为Bell 不等式∣∣∣∣C (
a⃗, b⃗

)
−C

(
a⃗, b⃗′

)∣∣∣∣ + ∣∣∣∣C (
a⃗′, b⃗′

)
+ C

(
a⃗′, b⃗

)∣∣∣∣ ≤ 2. (11.8)

证明如下，

C
(
a⃗, b⃗

)
−C

(
a⃗, b⃗′

)
=

∫
dλρ (λ)

[
A (a⃗, λ) B

(
b⃗, λ

)
− A (a⃗, λ) B

(
b⃗′, λ

)]
=

∫
dλρ (λ) A (a⃗, λ) B

(
b⃗, λ

) [
1 ± A (a⃗′, λ) B

(
b⃗′, λ

)]
−

∫
dλρ (λ) A (a⃗, λ) B

(
b⃗′, λ

) [
1 ± A (a⃗′, λ) B

(
b⃗, λ

)]
,

得到，∣∣∣∣C (
a⃗, b⃗

)
−C

(
a⃗, b⃗′

)∣∣∣∣ ≤ ∫
dλρ (λ)

[
1 ± A (a⃗′, λ) B

(
b⃗′, λ

)]
+

∫
dλρ (λ)

[
1 ± A (a⃗′, λ) B

(
b⃗, λ

)]
,

= 2 ±
[
C

(
a⃗′, b⃗′

)
+ C

(
a⃗′, b⃗

)]
. (11.9)

现在，我们取 a⃗�⃗b, a⃗′, b⃗′ 都在一个平面内，并且，a⃗ 在零度，b⃗ = a⃗′ 在 θ

的角度，b⃗′ 在 2θ 的角度，我们得到，∣∣∣C (θ) −C (2θ)
∣∣∣ + ∣∣∣C (θ) + C (0)

∣∣∣ ≤ 2. (11.10)
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图 11.1: 一对纠缠光子经过偏振片 I 和 II 以后，再做测量。图取自 [51]。记
得去获取授权

对于量子系统，我们有 C (θ) = − cos (θ)，于是，我们考察以下不等式是否
永远满足，

2 cos (θ) − cos (2θ) ≤ 1. (11.11)

我们发现，当例如 θ = π
3
的时候，左边等于 3

2
> 1。于是，量子系统不满

足Bell 不等式，而Bell 不等式则是经典概率论的直接推论。
于是，如果实验证明，量子系统的行为符合公式 (11.2)，但是不符合Bell

不等式，则，证明符合经典概率论的量子系统的理论是不可能的。下一节，
我们就来看量子系统的实验结果。

11.3 Bell 定理的实验检验以及 Die Hard 教授的吹毛
求疵

始于 1935 年的爱因斯坦和玻尔关于量子力学对物理实在的描述是否
完备，是否存在定域隐变量等问题的论争，长期停留在思辨性的层面 [1]。
1964 年，Bell为这场论证导出一个简洁的、实验可行的不等式作为谁是谁非
的判据，论证于是转化为由实验结果裁定的时代，物理学家开始努力完成
验证Bell 不等式的各种类型的实验。验证Bell 不等式的实验可以大致分为 4
代。
第一代是在 1970年代完成的几个实验 [49–51]，典型的实验装置如下图

11.1。这基本上就是的纠缠光子对实现 Einstein-Podolsky-Rosen-Bohm 思
想实验的原理图。光源 S 利用原子级联跃迁产生的纠缠光子对，发出一对
处于纠缠态的光子 ν1 和 ν2，分别通过两个线偏振片 I 和 II，光子经过 I 之
后的极化方向为 a⃗，光子经过 II 之后的极化方向为 b⃗ 。它们分别通过两个
光电倍增管 PM1 和 PM2，把微弱的光子信号放大，最后到达符合计数器
CM。符合计数法的作用是对接收到的一对光子的极化关联进行测量。
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图 11.2: 一对纠缠光子经过偏振片 I（或者 I′）和 II（或者 II′）以后，再做
测量。其中到底经过 I，II 还是 I′，II′ 由开关在光子飞行途中决定。图取自
[51]。记得去获取授权

这几个实验的结果都给出来量子系统的行为违反Bell不等式或者CHSH
不等式（后者是Bell 不等式的另一种形式，更便于实验的验证，见 [52]），支
持量子力学的预言。但是这类实验有一些漏洞，主要的漏洞是：实验采用两
个固定于实验室内的单路偏振片，它们预先设定了偏振方向，这样尚不足以
完全否定量子力学是定域实在的理论。粗略地来说，由于偏振片 I 和 II 的
方向事先就给定，存在者一种可能的经典理论，能够得到满足所测量到的关
联性的结果。关于更多的这个漏洞的讨论可见“Wikipedia 上Bell 不等式的
检验”的条目1以及“Bell 不等式的检验的漏洞”的条目2。

第二代实验开始于 1982 年 Aspect 等人的实验。最重要的改进是把第
一代的单路偏振片改为双路偏振片（见下图 11.2），在 ν1 光子这一方，两个
偏振片分别为 I 和 I′，偏振方向分别为 a⃗ 和 a⃗

′ ；在 ν2 光子这一方，两个偏
振片分别为 II 和 II′，偏振方向分别为 b⃗ 和 b⃗

′。开关 C1 和 C2 分别连接在
每一方的两个偏振片组之间。在光子由光源飞向偏振片的途中，开关随机地
选择偏振的取向（a⃗ 或者 a⃗

′ ，b⃗ 或者 b⃗
′ ），这样做是为了避免在光源和偏

振片之间，或测量光子偏振的两个事件之间，可以用任何等于或小于光信号
的速度建立联系，这样做更为接近爱因斯坦等人的理想的实验方案。这个实
验的结果明显违反Bell 不等式，支持量子力学。
第三代实验始于 1980 年代后期，仍然是用纠缠光子完成的，让紫外光

子通过非线性晶体下转换为一对纠缠光子，这样光源具有更高的效率。两路
偏振探测器的距离拉大。1998 年，Gisin等人的实验也是采用下转换光子做
到了 10 公里的距离 [53]。1998 年，Zeilinger等人的实验两个偏振片组之间

1https://en.wikipedia.org/wiki/Bell_test_experiments
2https://en.wikipedia.org/wiki/Loopholes_in_Bell_test_experiments

https://en.wikipedia.org/wiki/Bell_test_experiments
https://en.wikipedia.org/wiki/Loopholes_in_Bell_test_experiments
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的距离为 400 米（1982 年，Aspect等人的实验为 12 米），检验的对象从Bell
不等式换成了CHSH 不等式[54]。这些实验尽量避免了所有可能的漏洞，向
爱因斯坦等人的理想中的实验更前进一步。

以上三代实验均是用纠缠光子对作为对象，验证量子力学幽灵般的超
距作用是否存在。这些实验虽然不断改进，但是存在两个共同的漏洞—探测
漏洞。探测漏洞指实验不能探测到所有用于实验的光子，甚至漏掉 80%。这
样的取样是不“公正的”，实验者只能假定所探测到的光子的性质代表了全
部光子群体。

第四代实验，是荷兰Delft 科学技术大学的 Hanson等人利用纠缠电子
完成的。它避免了使用光子的探测漏洞。为了避免另一种漏洞—通信漏洞
（即电子相距很远时，纠缠态会遭到破坏），Hanson采用了纠缠交换技术
（entanglement swapping ）将光子和电子的优点结合在一起。这被认为是没
有漏洞的Bell 不等式的验证实验，完全实现了爱因斯坦等人的假想实验。但
是，实验结果不支持爱因斯坦的定域实在论中的观点。他们利用Delft 科学
技术大学的两个实验室，把两个电子分别存放在这两个实验室内的金刚石
A 和 B 中，A 和 B 相距 1280 米。这两个电子处于非纠缠态，但是它们在
分别与两个光子纠缠，而这两个光子都被发送到第三个实验室 C，在第 C
让这两个光子纠缠，这就导致了与光子纠缠的两个电子也处于纠缠态。实验
装置如图 11.3 所示。

在 9天内，该实验组共产生了 245对纠缠电子，最终测量结果表明，两
个电子之间的相干性超过了Bell 不等式的上限支持量子力学。由于电子易
于检测，所以避免了探测漏洞，又由于两个电子的距离足够远，所以避免了
通讯漏洞。到这个实验为止，应该说，就算是 DieHard 教授，也应该可以接
受了：量子系统的行为不满足Bell 不等式。然而，所有的定域实在经典理论
都满足Bell 不等式。因此，量子系统的理论不可能是定域实在的经典理论。
也就是说，量子系统的理论有必要采用目前的基于包含了非对角元的密度
矩阵的量子力学的理论，或者说基于可线性叠加的矢量和非对易算符的量
子力学的理论。

实际上，作者对于量子力学的基本问题的兴趣，也是从这个利用最一般
的经典理论来描述量子系统的行为的可能性开始的。可以看到，本书在结构
上和内容上，一再回到这个主题：是否能够用经典概率论来描述量子系统
的行为。实际上，作者在开始讨论这个问题的时候，已经有大量的Bell 不等
式检验的实验，当然更加已经有了定域实在经典系统的 Bell定理。但是，那
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图 11.3: 利用电子代替了光子避免了其他Bell 不等式检验的漏洞。图取自
[55]。记得去获取授权
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个时候，作者提出来的思路是，如果我们不再进行进一步的实验，是否现在
已经知道的量子系统的行为，就能够告诉我们：不可能构造一个能够解释一
个自旋的单次测量的结果及其平均值，以及测量以后马上再次测量得到的
单次结果及其平均值的实验结果的经典理论。我们的研究发现，这样的经典
理论会非常的难以理解，需要破坏大量的一个理论应该有的自然的合理的
性质。甚至，我们必须放弃以下的测量的“直观理解”：测量得到一个状态
表示这个系统当前处于这个状态，而代之以：测量的到一个状态表示如果接
着马上再一次重复同样的测量我们将获得一样的结果。这是弱很多的一个
条件。在这个条件下，我们将不再能够问这个时候的状态是什么的问题，仅
仅能够回答这个时候的这个状态下做那样的测量得到的结果是什么。也就
是说，量子状态和量子测量不再是能够分开的问题。因此，实际上，在这个
工作中，我们得到：不满足矢量叠加原理的以经典概率论为最一般的形式的
经典理论不能描述量子系统的行为 [56]。

11.4 前后两次测量的关联的量子力学计算

在 2.3 节中，我们企图构建一个能够复现量子系统前后两次测量的关联
的经典理论，现在，我们来写下来相应的量子理论，然后再一次来讨论这个
经典理论的可能性。

首先，我们写下来量子力学对公式 (2.34) 的计算。

⟨
sr̂1 sr̂2

⟩
=

∑
ŝr1=±1,ŝr2=±1

sr̂1 sr̂2
⟨
sr̂1

∣∣∣ ρ0 ∣∣∣sr̂1
⟩ ⟨

sr̂2

∣∣∣ (∣∣∣sr̂1
⟩ ⟨

sr̂1

∣∣∣) ∣∣∣sr̂2
⟩

=
∑
ŝr1

⟨
sr̂1

∣∣∣ ρ0 ∣∣∣sr̂1
⟩ ∑

ŝr2

sr̂1 sr̂2
⟨
sr̂2

∣∣∣ sr̂1
⟩ ⟨

sr̂1

∣∣∣sr̂2
⟩

=
∑
ŝr1

⟨
sr̂1

∣∣∣ ρ0 ∣∣∣sr̂1
⟩

r̂1 · r̂2

= r̂1 · r̂2. (11.12)

其中 ρ0 是任意一个初始状态，sr̂1
⟨
sr̂1

∣∣∣ ρ0 ∣∣∣sr̂1
⟩
表示测量到第一个自旋的

取值为 sr̂1 ∈ ±1 并且其的几率为
⟨
sr̂1

∣∣∣ ρ0 ∣∣∣sr̂1
⟩
，sr̂2

⟨
sr̂2

∣∣∣ (∣∣∣sr̂1
⟩ ⟨

sr̂1

∣∣∣) ∣∣∣sr̂2
⟩
表

示对于以上测量后的状态
(∣∣∣sr̂1

⟩ ⟨
sr̂1

∣∣∣) 来说，测量到 sr̂2 ∈ ±1 及其几率为⟨
sr̂2

∣∣∣ (∣∣∣sr̂1
⟩ ⟨

sr̂1

∣∣∣) ∣∣∣sr̂2
⟩
。因此，我们看到很难构造出来经典概率分布函数来符

合的实验结果公式 (2.34)，在量子力学的数学框架里面，用了量子力学的公
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理3和公理4，是一件非常简单的事情：测量 r̂1 方向的自旋得到取值为 sr̂1 以
后，系统的密度矩阵是，

ρ̂ (sr̂1) =
∣∣∣sr̂1

⟩ ⟨
sr̂1

∣∣∣ , (11.13)

这个时候如果测量 r̂2 方向的自旋，得到取值为 sr̂2 的几率是

p (sr̂2 |sr̂1) =
⟨
sr̂2

∣∣∣ (⟨sr̂1

∣∣∣ ∣∣∣sr̂1
⟩) ∣∣∣sr̂2

⟩
. (11.14)

11.5 互斥构造和独立构造的经典理论的非定域性

现在让我们用第二章所构建的基于互斥随机变量或者独立随机变量的
量子系统的经典理论来描述处于纠缠态的两个自旋的测量。我们先给出量
子力学的描述。状态为

∣∣∣Ψ−⟩ = 1
√
2
(|↑z↓z⟩ − |↓z↑z⟩) . (11.15)

测量结果的计算可以直接计算两个所测量的算符的乘积的平均值，也就是
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1
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(
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r |↓z⟩ − ⟨↑z|σ2
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)
= −r̂ · ẑ.

(11.16a)

(11.16b)

(11.16c)

(11.16d)

(11.16e)

注意公式 (11.16b) 和公式 (11.16c) 中的每一项，我们都可以展开成乘积项，
也就是形如，

⟨↑z↓z|σ1
zσ

2
r |↑z↓z⟩ =

(
⟨↑z|σ1

z |↑z⟩
) (
⟨↓z|σ2

r |↓z⟩
)
. (11.17)

这个就是量子版本的 AB
(
a⃗, b⃗; λ

)
= A (a⃗, λ) B

(
b⃗; λ

)
，也就是公式 (11.5)的Einstein

定域性。因此，量子力学的状态和测量的公理3和公理4，不仅能够描述量子
纠缠系统的测量，还能够在数学形式上满足Einstein 定域性。用量子力学来
解释纠缠系统测量的结果还可以不采用算符乘积形式而是看做逻辑上“先
后”测量。我们已经在第九章的 9.3 节做过这一个计算。
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现在，我们来看一看第二章所构建的基于互斥随机变量或者独立随机
变量的量子系统的经典理论能否给出同样和实验相符的结果并且数学形式
上满足公式 (11.5) 的Einstein 定域性。我们先尝试着从公式 (2.71)、公式
(2.72) 和公式 (2.73) 写下来两个自旋的经典理论，

ρc =
1

N
∑
r̂1 ,̂r2

ρc (sr̂1 , sr̂2) , (11.18)

和

ρc =
∏
r̂1 ,̂r2

ρc (sr̂1 , sr̂2) , (11.19)

其中

ρc (sr̂1 , sr̂2) = p↑↑ (r̂1, r̂2)
∣∣∣↑r̂1↑r̂2
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+p↓↑ (r̂1, r̂2)
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这里

p↑↑ (r̂1, r̂2) =
1 − r̂1 · r̂2

4
,

p↑↓ (r̂1, r̂2) =
1 + r̂1 · r̂2

4
,

p↓↑ (r̂1, r̂2) =
1 + r̂1 · r̂2

4
,

p↓↓ (r̂1, r̂2) =
1 − r̂1 · r̂2

4
. (11.21)

可以验证如果实际上 Alice和 Bob选择了观测 r̂1, r̂2，则得到 sr̂1 = ±1, sr̂2 =

±1 的四个结果的概率和量子力学预测的相符，和量子系统的实验相符。这
四个观测导致的合起来的关联函数也正好是 −r̂1 · r̂2。看起来我们的经典理
论和实验结果相符啊！
当然，你可以说我作弊，实际上我在构造经典理论的时候的所有的这些

概率都是先通过量子力学计算出来然后写成经典理论的形式的。但是，至少
我有了一个能够给出和实验结果相符的经典理论啊。当然，它有一切单个自
旋的经典理论的毛病：破坏自旋算符之间的内部关系（各个方向的自旋成为
独立或互斥的随机变量）、实验者不再能够决定希望观测的自旋方向大多数
时候观测不到想要的方向、测量独立随机变量当中的一个会改变其他“独
立”随机变量的分布函数。但是，万一，Die Hard 宁愿接受这些也不愿意接
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受量子力学呢？量子力学的密度矩阵的非对角元确实超越经典概率论，而且
也正是这些非对角元才导致了对量子系统的测量看起来会改变其状态，不
再是一个克隆，或者说一个传播。我们来揭示这样的理论的另外一个有可能
Die Hard 也不想接受的性质：非定域性。

如果Einstein 定域性成立，我们应该有公式 (11.5)，在这里测量的是
sr̂1 , sr̂2，于是

s1s2 (r̂1, r̂2; λ) = s1 (r̂1, λ) s2 (r̂2, λ) . (11.22)

而且，λ 和 r̂1, r̂2 没有关系，是独立于被测量方向的描述系统状态的客观实
在的隐变量。从公式 (11.17) 我们也已经看到，量子力学的数学形式是满足
这一条的。

然后，在我们现在构造的描述量子纠缠态的经典理论中，我们注意到，
实际上测量单个自旋对应着的随机变量根本没有意义，我们的基本事件是
有一对随机变量 r̂1, r̂2 所标记的事件

∣∣∣↑r̂1↑r̂2
⟩ ⟨↑r̂1↑r̂2

∣∣∣ 等。因此，在求平均的
过程中真正发挥作用的是，

s1s2 (r̂1, r̂2; λr̂1 r̂2) = s1 (r̂1, λr̂1 r̂2) s2 (r̂2, λr̂1 r̂2) . (11.23)

也就是不仅被测量系统和观测者之间的独立的客观实在不存在，两个自旋
的独立的客观实在也不存在。现在，我们终于清楚了，为什么我们能够写下
来量子系统的经典理论了，除了前面已在提到的这个理论的问题，还有一个
很大的问题：不满足Einstein 定域性。当然，你可以继续追问，为什么我们
希望我们的理论满足Einstein 定域性呢？这个和物理学关于客观实在的梦想
有关：被观测系统总在那里（有某个状态）不管观测者是否观测这个系统。
破坏这个梦想，就相当于让被测量系统具有某种渠道可以了解观测者的意
图：看了它才现实相应的状态，才在那里。这总是一件很奇怪的事情。能够
不牵扯这一步还是不要牵扯了。而且，量子力学在数学形式满足这个要求，
不需要破坏非定域性。

在本章和第二章中，我们对于量子系统的经典理论的可能性做了非常
深入和有一定难度的讨论。我们希望读者能够跟着这个思路想一想，甚至超
越这个思路再想一想这个问题。其实，这是量子力学的魅力的一部分，非常
重要的一部分。
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11.6 作业

习题 11.1 补充公式 (11.12) 的推导。具体计算的时候为了方便（但是要交
代为什么可以）可以取 r̂1 = ẑ。你可能会用到三角函数的倍角公式或者积化
和差、和差化积公式。

习题 11.2 从量子力学推导公式 (11.20) 中的形如 p↑↑ (θ1, ϕ1; θ2, ϕ2) 的四个
概率的表达式。具体计算的时候为了方便（但是要交代为什么可以）可以取
r̂1 = ẑ。你可能会用到三角函数的倍角公式或者积化和差、和差化积公式。

习题 11.3 检索和阅读“GHZ 状态和 GHZ 实验”，做一个综述，包含整理、
总结、评价。

习题 11.4 阅读 David Mermin 的《Is the moon there when nobody looks?
Reality and the quantum theory》，做一个阅读报告，包含整理、总结、评
价。

11.7 本章小结

这一章，我们用纠缠自旋态的两个不同方向上的自旋的测量关联值来
讨论，量子系统的行为——它满足量子的理论预测 − cos θ 的关联——是否
能够用满足经典概率分布的理论模型来描述。我们发现，至少数学结果上，
这个经典关联必须满足一个不等式的约束：Bell 不等式，而量子关联数学上
不满足这个约束。实验上，系统是否遵循量子关联，还是经典关联就是另外
一个问题了，尽管看起来量子系统的行为不满足Bell 不等式，除了一些吹毛
求疵的漏洞问题。尤其是 2015 年的Hanson等人的实验 [55] 被认为是没有
漏洞的实验。

不过从 Die Hard 教授的角度来说，漏洞就是漏洞。是否真的就不能找
出来Hanson等人的实验的漏洞也是一个问题。因此，仅仅从Bell 不等式的
实验检验的角度来考察量子系统是否就真的不能用满足经典概率的理论（而
且这个经典概率可以看作是信息不完全的时候的确定性理论的表现）来描
述，还是一个还可以继续研究的问题。

然而，在引论部分，我们考虑了满足量子系统单次测量的结果及其系综
测量的平均值以及测量后再次测量的单次结果及其系综测量的平均值的经
典理论的可能性。从这个角度来说，第二章构建的能够给出和量子系统的实
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验相符的结果的经典理论和本章最后两节对这个经典理论的讨论，一定程
度上回答了这个问题：如果非要这样的理论不可，代价相当大——非定域、
破坏自旋算符之间的内部关系（各个方向的自旋成为独立或互斥的随机变
量）、实验者不再能够决定希望观测的自旋方向大多数时候观测不到想要的
方向、测量独立随机变量当中的一个会改变其他“独立”随机变量的分布函
数。相比于这个经典理论。量子系统的量子理论具有以下特征：定域性，自
旋算符之间的内部关系得到了保持，实验者可以选择观察方向，独立变量的
测量真的独立。
在思路上，Bell 不等式的思路是证明符合经典概率论的理论的一般性

质，然后通过实验来检验这样的约束是否得到满足；引论中的讨论则是，企
图显式地构造出来满足量子单次和再次测量实验的单次结果和平均值的实
验结果的经典概率论形式的理论，然后来考察这样的理论是否存在是否比
现有的量子理论看起来更加合理。从证明不可能的严谨性来说，Bell 不等
式的思路更加合理，因为显式构造的思路上可能没有办法穷尽所有可能的
理论的形式。不过，我认为，后者这样的构造性思路更加能够促进对一个理
论的理解。
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在我们已经学习过的目前的量子理论中，测量是通过形式化的公理——
关于测量得到的结果的公理3、关于测量后状态的公理4——来表达的，而不
涉及实际的测量如何实现。实际上，在量子力学的实验中，测量是通过具体
的装置来实现的。也就是说，原则上，测量的过程，是通过我们所关心的量
子系统和装置的相互作用来实现的。于是，自然地，我们可以问这样的问题：
是否，测量过程，也应该是量子力学相互作用导致的演化过程的一部分？到
底是否存在一个关于测量的动力学的描述？在这一章里面，我们来讨论一下
这个问题。这个问题，目前为止，还没有很好的答案。

12.1 经典硬币的测量：克隆

我们先来看经典状态的测量。我们还是关心最简单的经典系统：二态系
统的测量。一个二态经典系统 c，例如硬币，的一般状态由如下密度矩阵描
述，

ρc = p |↑⟩ ⟨↑|+ (1 − p) |↓⟩ ⟨↓| , (12.1)

其中 p ∈ [0, 1] 是唯一的变量。我们如果测得 p 的值，也就知道了这个系统
的状态。

为了完成这件事情，我们可以考虑引入一个三个状态——状态 0，1，−1
——的系统（例如人的眼睛）m。其初始处于某个状态 0。然后我们设计一
种机制，让这个 m 的末状态和 ρc 的状态之间建立起来关联：例如当 c 处于
↑（↓）态的时候，m会相应地处于 1（−1）态。这样的一种机制，其实本质上
必须是某个动力学过程的结果，例如，人的眼睛看到硬币的状态这样的一个
过程。实际写出来这个动力学过程通常是比较困难的1。如果我们假设这样

1例如，我们需要关心如下过程牵涉到的所有的基础的物理的、化学的，甚至神经动力学层次的动力学

233
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的过程存在，那么我们的讨论会边的简单很多。也就是，某个过程 U 满足，

ρcm
0 = ρc ⊗ |0⟩ ⟨0| −→ p |↑, 1⟩ ⟨↑, 1|+ (1 − p) |↓,−1⟩ ⟨↓,−1| . (12.2)

我们统一了经典和量子演化的形式 ρ (t) = U (t) ρ (0)U† (t)。于是，我们相
当于寻找这样的 U，使得

U (t) ρc ⊗ |0⟩ ⟨0|U† (t) = p |↑, 1⟩ ⟨↑, 1|+ (1 − p) |↓,−1⟩ ⟨↓,−1| . (12.3)

可以验证，形式上，如下算符就可以满足要求，

Ũ (t) =
1 + σc

z

2
|1m⟩ ⟨0m|+

1 − σc
z

2
|−1m⟩ ⟨0m| . (12.4)

可惜这个算符不满足幺正性，于是，我们构造，

U (t) = −i (|↑, 1⟩ ⟨↑, 0|+ |↑, 0⟩ ⟨↑, 1|+ |↓,−1⟩ ⟨↓, 0|+ |↓, 0⟩ ⟨↓,−1|

+ |↑,−1⟩ ⟨↑,−1|+ |↓, 1⟩ ⟨↓, 1|) . (12.5)

可以验证 U†U = I = UU†。那下一步的问题是，什么样的相互作用 H 会导
致这样的 U (t)。具体计算过程不难但是比较复杂：求出来 U 的本征向量，
然后凑出合适的 H。这里我们直接给出答案，

H = |↑, 1⟩ ⟨↑, 0|+ |↑, 0⟩ ⟨↑, 1|+ |↓,−1⟩ ⟨↓, 0|+ |↓, 0⟩ ⟨↓,−1| , (12.6)

并且

t =
π

2
. (12.7)

反过来，很容易验证 U (t) = e−iHt 得到上面的演化算符。至于我们的眼睛如
何实现这样的 H，甚至是否我们的眼睛真的是这样实现的，就是另外一个问
题了。这里仅仅通过这个例子说明，经典客体的状态的测量可以看作这样一
个过程，

ρcm
0 −→ ρcm

f , (12.8)

其中，末状态包含经典关联。在我们的例子中，建立起来的经典关联态是，

ρcm
f = p |↑, 1⟩ ⟨↑, 1|+ (1 − p) |↓,−1⟩ ⟨↓,−1| . (12.9)

方程：先把 c 系统通过眼珠这个透镜在视网膜成像，再把像转化成电信号由神经元传给大脑来处理成对大
脑有意义的信号。当然，原则上，写下这些方程来也不是不可能的。
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这个状态有一个很好的性质，

trm
(
ρcm

f

)
= p |↑⟩ ⟨↑|+ (1 − p) |↓⟩ ⟨↓| = ρc

0,

trc
(
ρcm

f

)
= p |1⟩ ⟨1|+ (1 − p) |−1⟩ ⟨−1| ∼ ρc

0.

(12.10a)

(12.10b)

其中，我们运用了部分求迹的操作。我们知道这个部分求迹的操作的含义，
在概率论中，是忽略某一个变量的取值，而只看留下来那个变量的情况。于
是，从上面的部分求迹的结果我们发现，ρcm

f 这个状态有如下的性质：当我
们只关心 c 系统而不关心 m 系统的时候，看起来就是 c 系统的初始状态；
当我们只关心 m 系统而不关心 c 系统的时候，看起来还是像是 c 系统的初
始状态，只不过被“复制”到了 m 系统上。后面的状态，只要我们把 c 系
统和 m 系统认同，那么，就直接就是 ρc

0。这也就是，

trm
(
ρcm

f

)
= ρc

0,

trc
(
ρcm

f

)
= ρc

0.

(12.11a)

(12.11b)

我们发现经典测量的结果满足这样的性质。从这个意义上说，经典的测量总
是制备了一个所测量的系统的克隆。

12.2 波函数塌缩：非对角项的消失

现在，我们再来看量子系统的测量。我们也考虑最简单的，经典 1
2
自

旋的测量。

由于“克隆”这个词在量子信息的语言中已经被运用，我们先来说一下，
量子信息语言中的“克隆”的含义。对于一个 q 系统的纯态 |ψq⟩，我们希望
能够得到的克隆定义为这样的一个状态，

∣∣∣ψq
0

⟩
⊗

∣∣∣ϕm
0

⟩ −→ ∣∣∣ψq
0

⟩
⊗

∣∣∣ϕm
f

⟩
:
∣∣∣ϕm

f

⟩
∼

∣∣∣ψq
0

⟩
. (12.12)

其中，
∣∣∣∣ϕm

f

⟩
∼

∣∣∣ψq
0

⟩
的含义是，如果我们把 m 和 q 系统的相应本征态重新编

号以后一一对应起来，则
∣∣∣∣ϕm

f

⟩
=

∣∣∣ψq
0

⟩
，两个状态同构。我们来看看通过量子

系统的演化，是否能够实现这样的“克隆”。

假设我们可以克隆任意的
∣∣∣ψq

0

⟩
。我们选择两个状态

∣∣∣ψq
1

⟩
和

∣∣∣ψq
2

⟩
，分别

得到满足要求的
∣∣∣ψq

1

⟩
⊗

∣∣∣ϕm
1

⟩
和

∣∣∣ψq
2

⟩
⊗

∣∣∣ϕm
2

⟩
。让我们来计算这两个状态的内积。
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由于量子演化过程内积不变，我们有

(⟨
ψ

q
1

∣∣∣ ⊗ ⟨
ϕm
0

∣∣∣) (∣∣∣ψq
2

⟩
⊗

∣∣∣ϕm
0

⟩)
=

(⟨
ψ

q
1

∣∣∣ ⊗ ⟨
ϕm
1

∣∣∣) (∣∣∣ψq
2

⟩
⊗

∣∣∣ϕm
2

⟩)
⇒

⟨
ψ

q
1

∣∣∣ ψq
2

⟩
=

⟨
ψ

q
1

∣∣∣ ψq
2

⟩ ⟨
ϕm
1

∣∣∣ ϕm
2

⟩
⇒

⟨
ψ

q
1

∣∣∣ ψq
2

⟩ (
1 − ⟨

ϕm
1

∣∣∣ ϕm
2

⟩)
= 0 (12.13)

于是，我们得到要么
⟨
ψ

q
1

∣∣∣ ψq
2

⟩
= 0 或者

⟨
ϕm
1

∣∣∣ ϕm
2

⟩
= 1。也就是说，对于任意

状态我们做不到克隆，除非被克隆的状态要么是一样的，要么是正交的。而
对于经典客体的状态，我们知道这一点是满足的：任意两个状态要么相同要
么正交，也就是 ⟨

ψc
i

∣∣∣ ψc
j

⟩
= δi j. (12.14)

但是量子态不满足这个要求。因此，这个量子不可克隆，经典可以克隆的定
理，很好地反应了经典和量子的区别。正是因为这个原因，量子不可克隆定
理在量子信息的研究中有一定的地位。未知的经典信号可以通过电路来复
制，未知的量子状态是不能复制的。

但是，到此为止，不是克隆的全部。量子不可克隆定理仅仅告诉我们未
知的纯态，通过幺正演化的方式，是不能克隆的。那么，未知的混合态呢？
如果我们允许一般的过程而不仅仅是幺正演化呢？这个时候，我们必须搞清
楚两件事情：经典的混合态是否可以克隆2？所谓一般的过程指的是什么？

通过上一节经典测量的讨论，我们发现，经典的混合态可以克隆，其含
义是，对于任意 ρc

0，存在经典幺正演化过程，满足

ρc
0 ⊗ ρm

0 −→ ρcm
f : trm

(
ρcm

f

)
= ρc

0, tr
c
(
ρcm

f

)
= ρc

0. (12.15)

可以验证，纯态的克隆，仅仅是上面这个一般的克隆的一个特例。那么，在
量子的情形，我们相当于问，是否存在量子的幺正演化过程，满足

ρ
q
0 ⊗ ρm

0 −→ ρ
qm
f : trm

(
ρ

qm
f

)
= ρ

q
0, tr

q
(
ρ

qm
f

)
= ρ

q
0. (12.16)

实际上，幺正演化过程可以放宽为演化加上部分求迹的过程，并且大多数一
般的量子过程都可以看作先和一个外界系统合起来演化，然后部分求迹的
过程 [5]。当然，也存在一些量子过程不能看作联合演化再部分求迹的过程，
见 [5] 第 8.5 节“量子算符表示的局限”。如果我们限定在“先联合演化再

2在这个混合态的复制的意义下，量子信息领域把这样的“克隆”称为“传播”
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部分求迹”的一般过程的范围内，就是相当于问是否存在这样的一般过程满
足上面的条件。关于这个问题的答案，请参考“量子不可传播定理”的证明
[57]：这个形如公式 (12.16) 的混合态（也包含纯态）的“克隆”在量子信息
的语言里面叫做“转播”。在这里，我们只关心，经典的测量过程正好制备
了这样的 ρcm

f ，那么是否量子的测量过程，能够制备类似的满足要求的 ρ
qm
f 。

如果不能，为什么？

既然是理想中的测量，那么，对于那些所要测量的物理量的本征态，记为
|l⟩q，肯定是要建立起来一一对应的关系的，也就是 m 的状态必须是

∣∣∣ j (l)⟩
m
，

j (l) 是 l 的一对一（one-one）函数（不一定到上，onto）。在这个一一对应
条件下，我们先来看一个非常一般的状态 ρqm 的部分求迹 trm (ρqm)。

ρqm =
∑

ln

ρ
q
ln |l⟩q

∣∣∣ j (l)⟩
m
⟨n|q

⟨
k (n)

∣∣∣
m
. (12.17)

通过部分迹，我们得到，

trm (ρqm) =
∑

l

ρ
q
ll |l⟩q ⟨l|q . (12.18)

我们发现，那些 ρq 中的非对角元素
∑

l,n,l ρ
q
ln |l⟩q ⟨n|q 都消失了3。对于一个任

意的状态，非对角元 ρ
q
ln 一般不等于零。于是，对于这样的状态，我们不可

能做到

trm
(
ρ

qm
f

)
= ρ

q
0. (12.19)

到这里，我们得到结论：如果我们希望对于所要测量算符的本征态满足“克
隆”的要求——由于它们完全正交这样的克隆是做得到的，那么，对于不是
本征态的那些一般的状态，通过测量过程得到的末状态不能看作是这样的
状态的“克隆”，除非，这些状态所对应的密度矩阵在这一套所测量量的本
征态下的没有非对角元。也就是说，没有非对角元的密度矩阵是可以“克隆”
的，有非对角元的密度矩阵不可以。

回到经典和量子的对比，两个密度矩阵的区别正好就是，在一般的基矢
下，量子密度矩阵存在非对角元，而经典密度矩阵不存在非对角元。这个差
别的产生的根本原因是量子状态满足矢量叠加原理，因此写成密度矩阵以
后存在交叉项。或者说，其原因是量子算符不可对易，因此一般不可能用共

3同时，我们可以证明，这个结果不依赖于用来求迹的基矢正好就是测量指针态
∣∣∣ j (l)

⟩
m
的事

实。假设我们在另一组基矢下面求部分迹，trm (ρqm) =
∑

d
∑

ln ρ
q
ln |l⟩q ⟨d|m j (l)

⟩
m ⟨n|q

⟨
k (n) m |d⟩m =∑

d
∑

ln ρ
q
ln |l⟩q ⟨n|q

⟨
k (n) m |d⟩m ⟨d|m j (l)

⟩
m =

∑
ln ρ

q
ln |l⟩q ⟨n|q

⟨
k (n)

∣∣∣
m

j (l)
⟩

m =
∑

l ρ
q
ll |l⟩q ⟨l|q。
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同本征向量构成完整的基矢。于是，一个表象下对角的状态，必然在另一个
表象下非对角。因此，量子测量不能得到“克隆”态4的根本原因，还是态
叠加原理。

这个经典测量相当于制备了“克隆”态，量子测量不能看做制备“克隆”
态，非对角元被消灭，的事实是一个非常重要的有深远含义的结果。对于经
典测量，我们一般认为比较平庸，没有对系统做什么，实际上就是因为，这
个经典测量过程就可以看作给所测量的系统做了一个备份，当然，什么改
变都没有做。同时，对于量子系统，由于本质上就不能不改变所测量的系统
的状态——除非正好就是所测量物理量的本征态或者本征态的概率性叠加，
我们就会觉得量子的测量更加神秘——因为它对所测量的系统做了点什么，
消灭了所有的非对角元。

12.3 经典和量子测量的统一的框架？

可是，换一个角度来看，我们前面讨论的经典和量子测量，其实都遵循
了统一的框架。首先，被测量系统有一个初始状态 ρo

0（不管是 ρc
0 还是 ρ

q
0），

测量仪器也有一个初始状态 ρm
0。接着，通过某个相互作用 Hom（导致的演化

算符 Uom），在两个系统之间建立起来关联，得到状态 ρom
f 。这一个步骤完全

符合量子或者经典的演化过程。我们对于这个末状态密度矩阵有一个要求：
如果 ρo

0 对应着纯态基矢 |l⟩o，则相应地 ρom
f 对应着纯态基矢 |l⟩o

∣∣∣ j (l)⟩
m
——

也就是在给定的一组纯态基矢上的测量必须一一对应。得到状体 ρ
qm
f 以后，

我们来计算部分迹，得到测量仪器的一个密度矩阵 ρm
f。然后，这个密度矩

阵做概率解释：任何一次实验的结果相当于从一个概率分布中随机取一个
样本 j∗，接着反过来运用一一函数 j (l) 得到所测量的系统的状态是 l∗。

ρo
0 ⊗ ρm

0

U−→ ρ
qm
f

tro

−→ ρm
f

sampling−→ j∗
j−1(l)
−→ l∗. (12.20)

在测量的形式语言——也就是不关心测量的可能的动力学——描述里
面，人们把公式 (12.20) 的整个过程——忽略测量仪器系统的话看起来好像
我们从一个一般的可以是叠加态或者混合态的 ρo

0 开始得到了一个测量量的
本征态 |l∗⟩——称为波函数的塌缩：整个过程好像是一个叠加态波函数“塌
缩”到了其中的一个基矢状态上去一样。

实际上，在以上所有步骤中，
U−→属于经典力学或者量子力学演化过程，

4或者按照量子信息的习惯称为“传播态”
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sampling−→ 在经典随机客体的状态中就是这样，
j−1(l)
−→ 就是一个逆函数的计算。因

此，唯一神奇的地方就在于计算部分迹的过程
tro

−→。可是，在经典随机客体
的测量中，我们也要运用这样的部分迹啊：它表示忽略所测量系统的状态，
我们仅关心测量仪器的状态。可是这个看起来平庸的部分迹引入了一个对
这个系统的非常大的改变——消灭了观测量本征态表象下的所有的非对角
元。如果说，被观测系统已开始是一个纯态的话，那么，经过这个部分迹，
其状态就是一个混合态。这个过程不是满足幺正演化条件的量子力学和经
典力学的演化能够描述的5。

那么，是否存在着一个不需要求部分迹这一步骤的对测量过程的描述？
这个是一个没有得到回答的问题，尽管答案看起来是“否”，因为在我们的
描述里面，就算经典客体状态的测量也需要这个求部分迹的步骤。如果这样
一个超越幺正演化的步骤确实需要的话，在真实的实验过程中，什么时候需
要我们来做这样的一个部分迹——从而消灭非对角元也就是量子相干性，什
么时候留着非对角元——从而保持着量子相干性？例如，在 Stern-Gerlach
实验中，这个部分迹到底是在电子过了磁场以后来做呢，还是电子到达屏幕
的时候来做呢？为什么？把通过磁场分开的电子重新通过合起来的实验（见
本书实验 (1.10) 以及 [8] 的第八、九章）我们看到在分开路径之后没有到达
屏幕之前，实际上相干性都被保持着，重新合起来之后仍然有相干性。于是，
一个自然的问题，就是，屏幕的什么特性使得这样的相干性消失了呢？如果
把屏幕换成是 Schrödinger 的猫呢？换成是细菌呢？换成了 C60 球呢？这个
什么时候需要做部分迹计算从而消灭相干性的问题仍然没有答案，尽管我
自己的态度是这个问题不需要回答。我认为（不是科学实验或者科学理论计
算的结果，仅仅是认为）只要牵涉到多个子系统构成的整体系统的问题，当
我们关心子系统的状态的时候，就一定要做部分迹，不管是量子还是经典系
统。也就是说，这个部分迹的操作不是一个物理过程，不发生在实际的时间
和空间里面，而是在逻辑上。结果到底得到一个平庸的复制还是得到不平庸
的混合态，完全看当时整体系统的状态：纠缠比较弱（整体系统接近一个直
积态）则得到的态更像复制态，比较强（整体系统偏离直接态非常大）则得
到可能的混合态。

本章讨论的测量都是投影测量，关于更一般的测量 [5] 的动力学的讨论
可以建立在这个投影测量的基础上。

5很容易证明幺正演化保证纯态到纯态，混合态到混合态，见习题 7.7，习题 7.8。
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12.4 作业

习题 12.1 给定一个 GHZ 状态，|ψ⟩ = 1√
2
(|↑↑↑⟩ − |↓↓↓⟩)，计算” 先后” 测量

σ1
x , σ

2
x , σ

3
x 的结果，” 先后” 测量 σ1

x , σ
2
y , σ

3
y 的结果。按照这个结果，你可以

做一些关于 GHZ 实验的拓展阅读。

习题 12.2 再一次看 Coleman 的讲座《Quantum Mechanics in Your Face》，
更新你以前的报告。

习题 12.3 再一次看 Susskind的网上课程《Quantum Mechanics》的前两课，
更新你以前的报告。

习题 12.4 再一次看 Feynman 的《Feynman 物理学讲义》第三卷的前三章，
更新你以前的报告。

12.5 本章小结

在本章中，我们企图去构建一个量子测量的描述过程，而不再仅仅通过
运用形式化的关于测量的公理3和4来讨论问题。我们发现，测量的过程的第
一步其实就是建立起来从被测量系统到测量仪器的状体之间的关联。而这
个建立关联的步骤完全可以放到量子力学的演化过程这个量子力学公理9来
描述。测量过程的其他步骤却不能从量子力学的其他公理推导出来。如果所
有的步骤都可以用其他公理来代替，那么，我们也就不需要独立的关于测量
的公理3和4了。

建立起来关联之后，我们发现，不管是经典还是量子的测量，都需要做
一个“求部分迹”的运算。其中，对于经典状态，这个运算不引起任何的改
变；对于量子状态，这个运算消灭了被测量量本征态表象下的非对角元。完
成这一步计算之后的状态的解释完全可以通过经典随机变量的测量来理解。
因此，量子测量的问题就成了：为什么和什么时候需要用这个“求部分迹”
运算？关于这个问题，量子力学还没有好的答案。
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第十三章 远程传态和 Deutsch 算
法

优秀的量子计算的算法通常是巧妙地利用了纠缠态：考虑给对象系统
配上一个辅助的系统，建立起来关联，然后通过部分测量的方式把状态在对
象系统和辅助系统之间转换。所谓的“量子并行性”——量子算符能够一次
性地作用在叠加态上从而相当于作用在大量的基矢上，不能直接用来加快
计算速度。

实际上，我们还会看见量子远程传态，和量子计算类似，也是对纠缠态
的一种巧妙运用。我们先来看看在远程传态中量子纠缠的作用，以及状态在
对象系统和辅助系统之间的转换。然后再来看一个量子计算的例子。

本章的例子都选了最简单的，最不需要额外学习一些基础的问题。这样
的选择不能非常好地反映这一章的主题——纠缠的作用和状态在不同系统
之间转换的非凡价值。因此，本章真的仅仅是一个入门，有兴趣的读者需
要做一些自学。量子信息和量子计算的书籍已经不少，但是，经典的 Nel-
son 和 Chuang 的《Quantum Computation and Quantum Information》[5]
和 Preskill 的《Lecture Notes for Physics 229: Quantum Information and
Computation》[6] 还是最推荐的两本。

13.1 量子远程传态

我们已经知道，对于一对经典关联起来的处于 ρ = 1
2
(|11⟩ ⟨11|+ |00⟩ ⟨00|)

的真随机硬币，任何时候的观察都得到相同的结果：例如都是正面——
记为 |11⟩ ⟨11| 或者反面——|00⟩ ⟨00| 中的一个。对于完全纠缠起来的处于∣∣∣Φ+⟩

= 1√
2
(|↑↑⟩+ |↓↓⟩) 一对自旋，如果我们测量的是同样的方向——可以

是任意的 r̂ 方向但是两个自旋的被测量方向要一致——则也得到都是正面
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或者都是反面的结果。甚至，当两个方向不相同的时候，在这个状态上做的
量子测量得到的结果也具有特定的关联，见第二章和第十一章。这样的量子
的完全纠缠态的性质比经典的更好，对于无论哪一个方向的测量这个结果
都成立。于是，我们来思考，是否能够使用这样的状态来实现状态的远程传
输：能不能把一个纯态从 Alice 传给距离非常远的 Bob？

最愚蠢的办法是 Alice 先对这个状态做一个测量，得到完整的描述。例
如自旋的纯态需要两个参数（cos (θ) |↑⟩+ sin (θ)eiϕ |↓⟩），每一个参数需要通
过大量的测量来确定。然后，把这个测量出来的参数通过经典渠道，例如电
话，传给 Bob。接着 Bob 设计一个实验仪器，把这样的状态制备出来。如
果是自旋的纯态，那么选择磁场方向和作用时间，能够实现这样的参数的任
意的状态。那远程传态的问题是：如果 Alice 不去做大量的测量，能否把这
个状态正确地传给 Bob 呢？

量子不可克隆定理已经保证未知的纯态不能被复制，因此，如果 Alice
从拿着一个状态为 |ϕo⟩ 的量子客体 o 开始，如果最后 Alice 和 Bob 都有一
份 |ϕ⟩ 的话，就违反了不可克隆定理。因此，传态的结果不可能是复制。由
于相对论的限制，也不能是是传物——纠缠态的关联是瞬间的，因此不能指
望瞬间的“过程”能够把一个物体送到远处。那到底传的什么呢？把一个量
子客体的状态在未知的情况下传给远处的另外一个客体。其特点第一是远
处，第二是未知。我们下面还会发现，对纠缠态的运用和把量子态矢量按照
系统的不同部分来重新分解和合成，是另一个特点。而且，这个特点，在很
多量子计算问题中都有体现。在这三个特点中，其实远程和未知传态在经典
系统中能够，通过运用经典关联态，来实现。不能实现的是状态的分解和合
成。
下面，我们仔细来考察一个未知状态

|ϕo⟩ = cos (θ) |↑⟩+ sin (θ)eiϕ |↓⟩ (13.1)

是如何被 Alice 传送给 Bob 的。当 Alice 拿到这个状态 |ϕo⟩ 之前，Alice 和
Bob 已经分别拿到了纠缠起来的两个自旋中的一个，其纠缠态是，∣∣∣Φ+

⟩
=

1
√
2
(|↑↑⟩+ |↓↓⟩) . (13.2)

现在，三个自旋合起来的状态是

|Φ⟩ = |ϕo⟩
∣∣∣Φ+

⟩
=

(
cos (θ) |↑⟩+ sin (θ)eiϕ |↓⟩

) 1
√
2
(|↑↑⟩+ |↓↓⟩) . (13.3)



13.1 量子远程传态 245

下一步就是神奇的一步，Alice 对自旋 o 和她自己的那个自旋合起来，
做 Bell态的测量，也就是按照测量所得到的结果对 |Φ⟩做一个部分投影（并
且重新归一化）

⟨
Φ+

∣∣∣ Φ⟩ = cos (θ) |↑⟩+ sin (θ)eiϕ |↓⟩

⟨Φ−| Φ⟩ = cos (θ) |↑⟩ − sin (θ)eiϕ |↓⟩⟨
Ψ+

∣∣∣ Φ⟩ = cos (θ) |↓⟩+ sin (θ)eiϕ |↑⟩

⟨Ψ−| Φ⟩ = cos (θ) |↓⟩ − sin (θ)eiϕ |↑⟩ .

(13.4a)

(13.4b)

(13.4c)

(13.4d)

上面这 4个状态分别对应着测量可能得到的 4个结果，编号为结果 1, 2, 3, 4。
这个编号是 Alice 和 Bob 的共同知识。于是，我们发现，如果我们测量得
到的结果是

∣∣∣Φ+

⟩
，Bob 的自旋的状态直接就是我们所希望得到的 |ϕo⟩。如

果我们得到的状态是 |Ψ−⟩，我们需要把 cos (θ) |↓⟩ − sin (θ)eiϕ |↑⟩ 变成我们需
要的 |ϕo⟩。这个非常容易实现，例如

σy

(
cos (θ) |↓⟩ − sin (θ)eiϕ |↑⟩

)
= −i

(
cos (θ) |↑⟩+ sin (θ)eiϕ |↓⟩

)
. (13.5)

也就是说，Alice 做完测量结果之后，需要告诉 Bob 得到哪一个结果，然后
Bob按照这个信息来决定对自己的自旋做一个怎样的操作。例如，得到结果
编号为 1 的结果——对应着

∣∣∣Φ+

⟩
，那么 Bob 什么都不用做——对应于算符

I。这个经典信息传递包含 4 个值，过程需要两个位来编码。这个传递过程
是经典的，不能超光速。

如果你看其他的量子信息的书籍，例如 [5]，由于其中用到的 Alice 的
测量是在通常基矢 |↑↑⟩ , |↑↓⟩ , |↓↑⟩ , |↓↓⟩ 上，因此过程会稍微复杂一点。相当
于是需要建立起来 Bell 态和通常基矢之间的一个映射。从思想上说是一样
的：在这里，理论上对整体状态我们做了一个部分系统状态的分解与合成；
实验上，我们测量了部分系统 o 和 Alice 的自旋。经过这个部分系统的状
态的分解与合成，我们就把 o 系统状态前面的系数转给了 Bob 的自旋。这
一点，在量子信息和量子计算中是非常重要的。对于这一步的完成，很多时
候，我们需要纠缠的纯态。

因此，我们发现，第一，部分系统的测量非常重要；第二，纠缠是重要
的通过部分系统的测量来实现状态的传送、改变的重要工具。

下面，我们来演示一个量子计算的算法问题，从另一个角度来说明以上
两点——部分系统的测量和纠缠的重要意义。
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13.2 Deutsch 算法

为了和 [5] 的符号一致，这一节我们用 |0, 1⟩ 来代表 |↑↓⟩。
在演示这个量子算法之前，我们来讨论一下所谓的“量子并行性”的

问题。由于量子态的可叠加性，很多人认为量子计算区别于或者说优于经
典计算的根本原因就是“并行性”——在一个量子态上的计算就相当于计
算了某个基矢集合下的所有的矢量。例如，考虑计算一个函数 f (x)，而
x = 0, 1, ..., 2n − 1。为了简单性，我们假设 f (x) 的取值也是 0 到 2n − 1 之
间的整数。在经典计算上，我们需要做一个循环，一个接一个来计算，或者
采用多个计算核心把任务分开来计算。在量子计算上，确实，我们有可能直
接把所有的这样的数 f (0) , f (1) , ..., f (2n − 1) 一次性地计算出来。例如，我
们可以考虑让 f̂ 所对应的量子操作作用到下面这样一个矢量上去，

f̂ |ϕ⟩ =
2n−1∑
j=0

ϕ j f̂ | j⟩ =
2n−1∑
j=0

ϕ j

∣∣∣ f ( j)
⟩
. (13.6)

为了更具体，我们甚至可以让 ϕ j =
1√
2n。于是，看起来，一次计算，我们就

实际上做了所有的 f (x) 的计算。在有的问题中，我们确实希望能够做到一
次性把 f (x) 算出来，并且做后续的操作，例如在量子搜索问题 [5] 中我们
想看一看哪一个对应于零，也就是寻找 x0 使得，

f (x0) = 0. (13.7)

但是，如果我们需要把这样的计算结果取出来并检查，我们需要做测量。例
如，我们可以在这样的初始状态上得到的末状态上做一个测量。但是，每次
从这个末状态测量得到的唯一的结果（考虑投影测量，也就是仅得到所有
2n 个状态中的一个，而不是全部）我们不知道实际上得到的状态会是 f̂ 作
用在哪一个态 | j⟩ 上的结果。因此，都算一遍，很容易实现，但是一次性取
出所有结果，不可能。

上面这个计算过程确实一次性计算了所有结果但是取不出来。就算取
出一个来，也不知道是哪一个初始状态的计算结果：各个状态出现的几率是
一样的。于是，我们自然思考是否可以把来自于哪一个初始状态记录下来，
并且检验是否这样就可以一次性地把所有的计算结果都取出来。在这里，我
们要的思路是，如果要否定一个东西，要尽量在这个东西成立的条件都满足
的情况下，来否定。
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现在，我们来构造一个记住初始状态的过程。如果对于 CNOT 门还有
映像，它实现了如下的计算（符号采用 [5]），

UCNOT |x, y⟩ = |x, y ⊕ x⟩ , (13.8)

其中运算 ⊕ 是加起来然后再除以 2 所得到的余数。这个运算当 x = 0 时，
y⊕ x = y；这个运算当 x = 1 时，y⊕ x = 1− y，翻转 y。我们也可以让 y = 0，
于是

UCNOT |x, 0⟩ = |x, x⟩ . (13.9)

我们就有了 x 的复制。不过，这个时候，x = 0, 1 两个正交状态而不是一般
的未知态，不违反不可克隆定理。由于这个状态保留着一个自旋的状态 x，
于是，我们希望能够这个运算来实现

U f |x, y⟩ =
∣∣∣x, y ⊕ f (x)

⟩
. (13.10)

如果成功，那么，

U f
|0, 0⟩+ |1, 0⟩

√
2

=

∣∣∣0, f (0)
⟩
+

∣∣∣1, f (1)
⟩

√
2

. (13.11)

在这个状态下，每次测量的结果是某一个状态
∣∣∣x, f (x)

⟩
。于是，不仅函数值

得到了，自变量也得到了。不过，即使如此，我们每一次测量的结果仍然仅
仅得到公式 (13.11) 中的一项，而不是全部。因此，我们发现，即使引入映
射 U f，仍然不能一次性取出所有信息。
下面我们来补充说明，这样的 U f 原则上是可以存在的。U f 是一个幺

正变换。例如可以验证 U f U f |x, y⟩ = |x, y⟩1。量子操作最好保持可逆性，这
样容易通过找到某个 H 来实现 U = e−iHt。实际上之前在第十章的导致纠
缠的演化算符就是这样构造出来，然后反过来做为本书的习题的。当然，必
要的时候量子操作也可以通过演化加上部分系统的测量来实现，不过这个
时候的量子计算是不可逆的。如果允许这样的不可逆操作，那么，我们实现
|x, x⟩ →

∣∣∣x, f (x)
⟩
的方式就更多了。例如，保留第一个 x 的自旋，让第二个

x 的自旋经过经典计算量子化以后的过程。关于经典计算的量子化对应，可
以从 [5] 找到。
既然不能一次性取出来所有信息——尽管它们包含在 U f 的作用结果里

面，愚蠢的方法就是，按照经典的思路，按顺序制备一次一个不同的初态，
1可以验证，|x⟩ →

∣∣∣ f (x)
⟩
一般是不可逆的。于是，在这里，辅助系统 y 的引入是重要的。
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然后放到这个代表 f̂ 的相互作用 H 中去，得到唯一的末状态，然后做测量，
得到确实处于这个末状态，识别出来。这样的话，我们需要重复 2n 次制备、
过 H、测量的过程。也可以总是从类似于 |0,0⟩+|1,0⟩√

2
的状态出发、经过 H、做

2n 次测量，得到完整的 f (x) 信息。这样的过程的复杂度完全和经典计算的
复杂度是一样的。而且，这样的做法，幸好是经典算符 f (x)，给定 x 其取
值仅是 2n 个整数中的一个。如果量子的情形，可以存在叠加态的话，那么，
针对每一个初态，我们都需要大量的过 H 和测量。后面的这个量子的情形
的问题被称作量子过程解析（Quantum Process Tomography）的问题 [5]。
因此，我们看到了，如何把确实已经包含在“量子并行性”里面的信息

拿出来是关键问题，“量子并行性”本身不解决问题。而这个拿出来信息的
过程，很多时候，就需要依靠前面说的两条——部分系统的测量和纠缠。

现在，我们来看一个通过一次计算把某个函数的某种函数 F ( f (x)) 计
算出来的问题：有一个确定的函数 f (x)，x = 0, 1（可以更一般，只要考虑
多个 qubit 版本的算法），我们希望计算 f (0) ⊕ f (1)。这个问题本身基本上
没有实际意义，但是，我们会看到运用量子力学，Deutsch 确实找到了办法
只需要调用一次 f (x) 的计算。经典算法的话，需要调用两次函数 f 的计算
过程，分别得到 f (0) 和 f (1)，然后把两者用来计算 f (0) ⊕ f (1)。其中所
用到的用 CNOT 门来建立对象系统和辅助系统之间的关联的做法，把状态
的系数从一个系统写到另一个系统上去的看问题的角度——也就是状态在
不同系统之间的分解和合成，是具有一般意义的。同时，Deutsch 也启发了
更加一般的应用非常广泛的量子 Fourier 变换 [5] 的提出。
这个算法依赖于一个外部函数 f (x)。假设这个函数已经有一个单独的

量子操作模块提供。如何实现这个外部函数不是我们讨论的内容。我们要揭
示的是一个算法通过调用这个专门的模块一次来计算 f (0) ⊕ f (1)——记住，
经典的情况要计算两次。更一般的 F ( f (0) , f (1)) 也不是我们讨论的内容。
我们要利用上面构造的映射 U f，

U f |x, y⟩ =
∣∣∣x, y ⊕ f (x)

⟩
. (13.12)

在构造这个映射的过程中，我们引入了辅助系统 y 而不仅仅是所计算的系
统 x。有了这个映射，剩下的就简单了。

从初始状态

|ϕ⟩ = |0⟩+ |1⟩√
2

|0⟩ − |1⟩
√
2

(13.13)
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开始，我们把 U f 作用上去，

U f |ϕ⟩ =
1

2

(∣∣∣0, f (0)
⟩ − ∣∣∣0, 1 − f (0)

⟩
+

∣∣∣1, f (1)
⟩ − ∣∣∣1, 1 − f (1)

⟩)
=

1

2

(
|0⟩

(∣∣∣ f (0)⟩ − ∣∣∣1 − f (0)
⟩)
+ |1⟩

(∣∣∣ f (1)⟩ − ∣∣∣1 − f (1)
⟩))

=
|0⟩+ (−1) f (0)⊕ f (1) |1⟩

√
2

∣∣∣ f (0)⟩ − ∣∣∣1 − f (0)
⟩

√
2

(13.14)

我们对辅助系统的状态仔细观察，发现，其实，它没有变，肯定还是，(∣∣∣ f (0)⟩ − ∣∣∣1 − f (0)
⟩)

√
2

= ±|0⟩ − |1⟩√
2

. (13.15)

整体乘上的常数可以忽略不计。我们发现原来 U f 改变的是辅助系统的状
态，但是经过我们的再次分解和组合，我们发现，实际上，我们改变了对象
系统的状态，

|0⟩+ |1⟩
√
2
→ |0⟩+ (−1) f (0)⊕ f (1) |1⟩

√
2

. (13.16)

于是，如果我们进行 x 方向本征态的测量，也就是 |0⟩±|1⟩√
2
基矢下的测量，我

们得到， |↑x⟩ if f (0) ⊕ f (1) = 0,

|↓x⟩ if f (0) ⊕ f (1) = 1.
(13.17)

于是，按照我们测量所得到的结果，我们就知道了 f (0) ⊕ f (1) 的值。

当然，这个计算的实际意义有限，而且实现一个一般的函数 f (x)的 U f

是有一定的难度的，更何况一般的函数的函数 F ( f (x))。从这个算法我们需
要看见的事情是，对于某些函数，我们可以构造一个比经典算法效率更高的
量子算法，并且，在这个构造的过程中，引入辅助系统并且把状态在对象系
统和辅助系统之间分解和合成是非常重要的。另外，我们计算的初始状态
（上一节的远程传态中是 Bell 态，这一节的 Deutsch 算法中是 x 方向的本
征态），总是计算基矢（指的是 |0, 1⟩ 或者 |00, 01, 10, 11⟩ 这样的态）的叠加
态。在一点，也是量子计算的独特之处。不管是状态在系统之间的分解和合
成，还是计算基矢的叠加态，其能够成立的条件都是量子态的叠加原理。

因此，所谓量子计算，就是对某些问题创造性地运用好量子态的叠加原
理。
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13.3 作业

习题 13.1 检索和阅读“量子不可传播定理”，做一个综述，包含整理、总结、
评价。

习题 13.2 检索和阅读“量子 Fourier 变换”，做一个综述，包含整理、总结、
评价。

习题 13.3 验证书中从公式 (13.3) 到公式 (13.5) 的计算。考虑如果得到编号
为 2 的结果，Bob 应该如何做。

13.4 本章小结

在这一章里面，我们讨论了量子远程传态和 Deutsch 算法。实际上在
这一章里面的所有的讨论都很大程度上借鉴了 [5]。连本章强调的深入理解
的地方都是和 [5] 一样的：量子并行性不能直接提高量子计算的效率、纠缠
态以及更根本的状态的分解和叠加对于实现量子计算和远程传态等操作是
非常重要的。那么，本章的意义在哪里呢？第一，我们还强调了把整个系统
的状态从一个子系统的状态分解合成到另一个子系统的状态上面——相当
于对整个系统的某一部分的操作可以看作对另一部分的操作。第二，我们选
择了最简单的例子来体现以上的思考和理解。这个是本书基本选材原则的
又一次体现：选得少，理解的透彻，还希望启发读者思考为什么这样选择。
这一章，甚至包含下一章，我们其实都在体现这样一个主题：量子态的叠加
原理使得我们能够做经典做不到的计算或通讯（以及下一章的博弈）。
任何一本书，任何一门课，其核心任务，绝对不是传授知识，而是传授

对知识的组织和理解，中间当然经常需要通过传授知识来体现。因此，在内
容选择上，一定要有背后的思考，一定要有统领全文的目标。书和课程有这
些思考和目标，读者和学生才会有思考和目标。进一步，这些被选择的知识
一定要尽量地少 [17]，在体现这些思考和目标的前提下。这个就是我们一直
的呼吁和实践的“Teach Less, Learn More”[10]学习和教学体系的精神，见
图图 13.1。
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图 13.1: 学习的目的是为了创造知识和创造性地使用知识，为了这个目的，
我们要强调帮助学生提升对知识的理解和组织，提升对这个学科的感情，掌
握学习方法，而不是知识本身。
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第十四章 量子博弈

在本书中，我们一再强调，量子系统和经典系统的区别是：经典系统的
状态由一个概率分布函数描述，量子系统由一个密度矩阵描述，后者具有非
对角元，也就是相干项。通过前面的学习，我们还知道了这个数学形式上的
差别是由量子系统的行为和经典系统的行为的不同导致的。现在我们来看
看这个数学结构上的区别导致的人类决策行为上的区别。

顺便，我们也提一下所谓的量子决策理论——在那里人们形式上用波
函数，也就是密度矩阵，来描述人的决策。这个形式上的描述和我们下面要
讨论的量子博弈是不一样的。在我们这里，用密度矩阵来描述决策状态具有
坚实的理论基础。当然，这不是说，形式上采用波函数的量子决策理论就没
有意义，仅仅是说其没有坚实的理论和实践基础。

这个问题，还牵涉到，到底什么时候，我们用经典的模型或者量子的模
型来解释实际系统的行为的问题。一般来说，尽管我自己相信原则上一切都
是量子的，这取决于理论和行为的比较：如果经典模型已经大部分能够解释
观察到的行为，那么，对于这个现象，我们就不需要量子模型来解释了。那
么，下一个问题就是，如果这样的话，量子的现象和模型从哪里来呢？一方
面，当然是来自于已经出现的超过经典模型的现象，例如当年的光电效益、
黑体辐射、电光子干涉、Stern–Gerlach 实验等等。另一方面，理论上，我
们也可以通过量子化经典模型、经典现象的方式来启发从经典对象中构造
类似的相对应的量子对象，然后通过实验来研究这样的量子系统——它们
是通过量子化经典系统得来的。

当然，以上都是“一般来说”。既然如此，就还有“特殊情形”。我们说
过，科学就是一个（成体系的）能够用于解释和理解现实的还没有被证伪的
理论模型。因此，理论模型本身是否具有坚实的可以理解的基础，是无所谓
的，尽管一般情况下，我们希望它有基础、可理解。于是，一个理论，只要
它能够用来计算分析，又能够得到跟实际观察相符的结果，总是有价值的。
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如果这个结果还没有其它的理论来解释，那就更有价值了。到底量子决策，
还有量子博弈，属于那一类，一般来说的还是特殊情况的，还是说其实不是
科学的，就要看后续的研究了。

本章用到了一点点博弈论，一点点李群。尽管真的是一点点，但是有对
这两个内容的一点点比较深刻的理解——了解什么是博弈、博弈理论解决
什么样的基本问题、博弈的数学描述怎样、什么是群、群和操作或者说算符
的关系、李群是同时有群员之间的乘法和加法（甚至可以做微分，无穷小量
的加法）的群，就够了——能够对这一章的内容有更好的理解。

14.1 经典客体上的操作和博弈

我们先来看经典博弈。翻硬币游戏是一个典型的经典博弈。我们就从这
里开始。

翻硬币游戏是这样的。有一个硬币，初始正面向上。有两个参与者，我
们称为 Alice 和 Bob。他们可以选择去“翻”（记为 X）或者“不翻”（记为
I）这个硬币。选择完成以后，先把 Alice 的操作作用到硬币上去，然后再把
Bob 的操作作用到硬币上，然后，得到硬币的末状态。最后，按照这个末状
态，来给 Alice 和 Bob 收益。例如，如果硬币还是向上则 Alice 得到 1 个单
位的收益，Bob 失去一个单位，否则倒过来。
当我们把这个博弈的结构搞得更加清楚的时候，我们就会发现，实际

上，我们可以把硬币这个具体的东西忘了，仅仅考虑双方的策略。例如我
们得到：当 Alice 选择 I，Bob 选择 I 的时候，Alice 得到收益 1，Bob 得
到收益 −1，简记为 E1 (I, I) = 1 = −E2 (I, I)。用这个记号，我们可以得到，
E1 (I, X) = −1 = −E2 (I, X)，E1 (X, I) = −1 = −E2 (X, I)，E1 (X, X) = 1 =

−E2 (X, X)。写成一个“矩阵”的形式，有

G1,2 =

1,−1 −1, 1
−1, 1 1,−1

 , (14.1)

或者用更加复杂一点的记号来表示上面的翻硬币博弈，

2
1

I X

I 1,−1 −1, 1
X −1, 1 1, 1

，
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其核心还是上面的矩阵 G1,2。因此，我们以后就用这个 G1,2 这样的矩阵来
表示一个经典博弈。在这个矩阵的层次，策略 I, X 实际上是代表了什么样的
做用于经典客体的操作这件事情，我们已经完全看不见了，也不再关心了。
这样的矩阵，称为收益矩阵，就是经典博弈论的基本数学形式，也称为经典
博弈的抽象定义。

然后，用列矢量来代表博弈者 Alice 和 Bob 的策略，分别用 P1 =

[p1, 1 − p1]
T（表示以概率 p1 取策略 I）和 P2 = [p2, 1 − p2]

T（表示以概率
p2 取策略 I）来表示，那么在给定的任何一组策略组合的情况下，Alice 和
Bob 的收益由以下公式决定，

E1,2 =
(
P1

)T
G1,2P2. (14.2)

有了这个定义的一般形式以后，任何的经典博弈的定义，最关键的就是
找到这个矩阵 G1,2。而有了这个 G1,2 之后，博弈论理论的任务就是对于给
定的任何一种 G1,2 找到任意博弈者 i 的预期行为 Pi,∗。

从理论上说，给定一个博弈，只要能够求出来这样的任意一个博弈者 i

确实按照 Pi,∗ 来采取行动的解，就解决了博弈的所有的问题，也就能够做理
论和实际博弈者行为之间的比较了。也就能够对现实社会的情况来构造合
适的博弈模型来解释现实和指导规则的制定了。Nash就提出了这样的一个
博弈的解的概念，称为Nash 均衡P1,2,··· ,N

eq 。对于非合作博弈，当系统中的所
有的博弈者 i, i = 1, 2, · · · ,N 都处于 Pi

eq 以至于合起来系统处于 P1,2,··· ,N
eq 的

时候，任何一个博弈者独自的偏离都不会给这个博弈者带来额外的收益，也
就是，

Ei
(
Pi,P−i

eq

)
≤ Ei

(
Pi

eq,P−i
eq

)
,∀Pi. (14.3)

并且Nash证明了Nash 定理[58]：对于任何有限策略的非合作博弈，这样
的Nash 均衡总是存在的。于是，看起来博弈论的问题就成了如何把这样
的Nash 均衡求解出来的问题了。
当然，实际上，这个解的计算比较困难，有的时候存在多个这样的解，

还有的时候所有的这样的理论解和实际博弈者的行为存在比较大的差别。因
此，实际上，经典博弈本身也是一个有很多研究工作可以做的学科。在这里，
我们不关心这些经典博弈论的问题，而是来看一下，如果我们的操作不是针
对硬币的而是针对量子自旋的，会怎么样？理论的基本形式和基本结构还会
一样吗？
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为了解决这个问题，我们先把上面讨论过的经典博弈的抽象形式和操
作性定义，明确地写下来。
首先，我们有一个经典客体的初始状态 ρc

0。接着，对于这个初始状态，
我们可以进行操作 L

(
U(1),U(2), · · · , ,U(N)

)
——这个操作本身由所有的博弈

者的选择确定，操作完了得到末状态 ρc
f。这个从所有博弈者的选择到整体操

作算符的映射可以是简单地以某种顺序把各个博弈者选择的操作相乘，例
如 L

(
U(1),U(2), · · · , ,U(N)

)
= U(1)U(2) · · ·。最后，按照这个末状态，我们来

决定每一个博弈者的收益，其中 Ei = tr
(
Piρc

f

)
。在这里，我们用记号 Pi 表

示博弈者 i 的支付方式。下面给出一般的定义和举例。

定义 14.1 经典博弈的纯策略操作性定义 Γop
(
ρc
0,O,

{
Pi

})
：经典客体 C 的初

始状态为 ρc
0，其上相应的算符集合记为 O。博弈者 i 选择操作 U i ∈ O，从

而构成所有博弈者整体的操作 L
(
U(1),U(2), · · · , ,U(N)

)
= U( j1)U( j2) · · ·U( jN)，

其中 ( j1, · · · , jN) 是一个 (1, 2, · · · ,N) 的全排列。利用这个整体操作，得到
客体 C 的末状态，

ρc
f = Lρc

0L†. (14.4)

于是，博弈者 i 的收益，由这个末状态还有收益支付规则 Pi 决定，

Ei = tr
(
Piρc

f

)
. (14.5)

当这个经典客体是一个由每一个博弈者控制一个自己的“硬币”构成的
时候，如果我们把博弈者的策略集合看作是自己控制的个体的算符集合的
时候，L 是一个直积运算 L

(
U(1),U(2), · · · , ,U(N)

)
= U(1) ⊗U(2) ⊗ · · ·。但是，

如果这个时候，我们把博弈者的策略看作是所有的硬币构成的符合经典客
体所在的操作集合里面的元素，那么，自然，U(1) → U(1) ⊗ I(2) ⊗ · · ·（注意
到直积算符之间的乘积就是把相应空间的算符乘在一起，然后直积），于是，
上面的直积运算，自然回到了定义里面的乘积运算。因此，从现在开始，我
们不再区分这个经典客体是一个单纯的经典客体，还是一个由所有博弈者
自己所控制的经典客体综合起来的复合经典客体。同时，我们把各个博弈者
选择的操作看作是这个整体的经典客体——不管是单纯的还是复合的——
上的操作集合里面的元素。

例 14.1 (翻硬币游戏的操作性定义) ：硬币的初始状态 ρc
0 =

1 0

0 0

，其上的
操作集合 {I, X}。Alice 和 Bob 选择其中的一个操作，记为 U(1) 和 U(2)。
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作用到初始状态上得到末状态，ρc
f = U(2)U(1)ρc

0

(
U(1)

)† (
U(2)

)†
，相当于

L
(
U(1),U(2)

)
= U(2)U(1)。得到末状态之后，按照以下收益支付方式来决

定收益，P1 =

1 0

0 −1

 = −P2。

下面，我们来看这个操作性定义是如何转化成为一般的经典博弈的抽
象定义的。

定义 14.2 经典博弈的纯策略抽象定义：经典博弈者 i 从 M 个元素的可
选操作集合 O 选择一个操作 U(i)，从而构成所有博弈者的整体策略状态
U(1),U(2), · · · ,U(N) ∈ ON。每一个博弈者 i 的收益由映射 Gi 给出，

Gi
(
U(1),U(2), · · · ,U(N)

)∣∣∣∣
ON→R

. (14.6)

由于两个定义要给出相同的收益，我们有，

Gi
(
U(1), · · · ,U(N)

)
= tr

(
PiL

(
U(1), · · · , ,U(N)

)
ρc
0L†

(
U(1), · · · , ,U(N)

))
.

(14.7)

例 14.2 (翻硬币游戏的纯策略抽象定义) ：Alice 和 Bob 的操作集合 {I, X}。
Alice 和 Bob 选择其中的一个操作，记为 U(1) 和 U(2) 得到的收益由公式
(14.1) 中的收益矩阵决定，

G1,2 =

1,−1 −1, 1
−1, 1 1,−1

 . (14.8)

例如，当两者都选择 I 的时候，Alice 的收益是 1，Bob 是 −1。

接着，我们给出从纯策略抽象定义到混合策略的抽象定义。所谓混合策
略就是一个经典策略集合里面的策略按照某种概率叠加起来。

定义 14.3 经典博弈的混合策略抽象定义：经典博弈者 i 从 M 个元素的可
选操作集合 O 中以一定的概率 p(i)

j 选择一个操作 U j。每一个博弈者 i 的收
益由映射 Gi 按照概率平均给出，

Ei =
∑

j1=1···M;···
p(1)

j1
· p(2)

j2
· · · p(N)

jN
Gi (U j1 , · · · ,U jN ) . (14.9)

其中取和操作要让所有的 jk 都跑遍 1, 2, · · ·M。
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例 14.3 (翻硬币游戏的混合策略抽象定义) ：Alice和 Bob的操作集合 {I, X}。
假设 Alice（Bob）的混合策略是以 p1（p2）的几率选择 I，那么，其收益由
按照概率叠加计算得到

E1 = p1p2G1 (I, I) +
(
1 − p1

)
p2G1 (X, I)

+p1
(
1 − p2

)
G1 (I, X) +

(
1 − p1

) (
1 − p2

)
G1 (X, X)

= p1p2 −
(
1 − p1

)
p2 − p1

(
1 − p2

)
+

(
1 − p1

) (
1 − p2

)
= −E2. (14.10)

现在我们运用概率论的 Dirac 抽象矢量记号语言来把混合策略的经典
博弈改写为密度矩阵形式。原则上，这里，就像把概率论改成密度矩阵形式，
没有任何新的东西。这样做，仅仅是为了将来介绍量子客体上的博弈的方便
——就好像从经典概率论的密度矩阵过渡到量子态的密度矩阵一样。

定义 14.4 密度矩阵形式的经典博弈的抽象定义 Γab
({
ρi
}
,
{
Gi

})
：经典博弈者

i 从 M 个元素的可选操作集合 O 中选择策略的密度矩阵是对角的矩阵 ρi，
其中对角元素 ρi

ji ji
= pi

ji
代表博弈者 i 选择策略 ji ∈ O 的概率。所有博弈者

的策略密度矩阵可以用 ρ 表示，

ρ = ΠN
i=1 ⊗ ρi. (14.11)

博弈者 i 的收益由以下公式给出，

Ei = tr
(
ρHi

)
. (14.12)

其中对角矩阵 Hi 叫做支付矩阵，其非零元素

Hi
(
U(1)

j1
,U(2)

j2
, · · · ,U(N)

jN
;U(1)

j1
,U(2)

j2
, · · · ,U(N)

jN

)
= Gi

(
U(1)

j1
,U(2)

j2
, · · · ,U(N)

jN

)
.

(14.13)
其中 jk = 1, 2, · · · ,M。

可以称明，公式 (14.12) 给出的结果和公式 (14.9) 的结果完全一样。例如，
见下面的例子。

例 14.4 (翻硬币游戏的密度矩阵形式的抽象定义) ：Alice 和 Bob 的操作集
合 {I, X}。假设 Alice（Bob）的混合策略是以 p1（p2）的几率选择 I，那么，
Alice 和 Bob 的策略状态的密度矩阵是，

ρ1,2 =

p1, p2 0, 0

0, 0 1 − p1, 1 − p2

 . (14.14)
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于是整体系统的策略状态是

ρ = ρ1 ⊗ ρ2 =


p1p2 0 0 0

0 p1 (1 − p2) 0 0

0 0 (1 − p1) p2 0

0 0 0 (1 − p1) (1 − p2)


. (14.15)

整体系统的抽象支付矩阵可以写成，

H1,2 =


1,−1 0 0 0

0 −1, 1 0 0

0 0 −1, 1 0

0 0 0 1,−1


. (14.16)

其收益由按照 Ei = tr (H1,2ρ) 计算得到

E1 = p1p2 −
(
1 − p1

)
p2 − p1

(
1 − p2

)
+

(
1 − p1

) (
1 − p2

)
= −E2. (14.17)

运用密度矩阵形式的语言 Nash 均衡可以重新写成下面的形式: 给定收
益矩阵

{
H(1), · · · ,H(N)

}
，Nash 均衡就是这样的一组密度矩阵 ρi,∗，满足

tr
(
ρ1,∗ ⊗ · · · ρi ⊗ · · · ρN,∗Hi

)
≤ tr

(
ρ1,∗ ⊗ · · · ρi,∗ ⊗ · · · ρN,∗Hi

)
,∀ρi. (14.18)

其中左边表达式用一个一般的状态 ρi 代替了右边表达式中的特定状态 ρi,∗。
小于等于号（≤）表示这样的替换不会增加博弈者 i 的收益。于是，原则上，
如果 i 是理性的，就不会主要去偏离这个特定的 ρi,∗。这就是为什么这样的
博弈的策略被称为均衡解，被称为 Nash 均衡。Nash 首先提出来的这样的
均衡的概念并且证明了其存在性 [58, 59]。注意到更一般地关联密度矩阵，
而不一定是直积密度矩阵——代表独立概率分布，我们还可以定义，这样的
“均衡”态 ρ∗，

tr
(
ρi ⊗ tri (ρ∗) Hi

)
≤ tr

(
ρ∗Hi

)
,∀ρi. (14.19)

ρ∗ 包含独立均衡态也包含关联均衡态。在这里我们不展开讨论。这里的部分
求迹运算 tri (ρ∗) 是从整体分布函数中去掉关于博弈者 i 的策略的信息，然
后在 ρi ⊗ tri (ρ∗) 中，我们利用直积算符又把这部分信息加回来，只不过这
个时候加进来的分布是任意的，而且是独立于其他博弈者的。这个就是独自
的偏离的含义。
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小结一下，在经典博弈上，通过引入经典客体和博弈的操作性定义，我
们把支付函数变成了对角的收益算符，把概率“矢量”变成了对角的密度矩
阵，同时收益的计算方式也从公式 (14.2) 变成了公式 (14.12)。这些，运用
我们之前介绍过的，概率论的密度矩阵的语言，都是非常自然的事情。
现在，我们有了经典博弈上，从操作性定义到密度矩阵形式的抽象定义

的道路，我们现在来看量子博弈的操作性定义和密度矩阵形式的抽象定义。
以下内容部分来自于文献 [60]。

14.2 量子客体上的操作和博弈

让我们从具体例子开始——一个自旋上的博弈问题。

例 14.5 (自旋翻转游戏的操作性定义) ：有一个自旋，其初始状态是 ρ
q
0。Alice

和 Bob 都可以通过量子仪器来操作这个自旋。为了简单起见，我们规定他
们所有的可能的操作的集合是所有的 2 × 2 的幺正演化算符，也就是所有的
自旋算符，它们构成 S U (2) 群。当 Alice 和 Bob 选择完了他们的操作 U(1)

和 U(2) 以后，我们先构成一个整体算符 L = U(2)U(1)，然后这个算符作用
到自旋的初态上去得到末态，ρq

f = Lρq
0L†。最后，根据这个末态，我们计算

Alice 和 Bob 的收益，E1,2 = tr
(
P1,2ρ

q
f

)
。

对照例14.1，我们发现，除了用 S U (2) 代替了集合 {I, X}，也就是群 Z2

之外，这个经典和量子的操作性定义，完全一样。于是，一个自然的猜测就
是在将来的抽象定义中，两者也没有任何不同，仅仅是集合扩大了，而且是
从离散群变成了连续群。如果确实这个策略集合扩大，从离散策略变成连续
策略，那么，这个世界上就不存在理论上的“量子博弈”，因为，经典博弈
也可以定义在连续策略上，例如考虑买卖产品的价格的博弈。我们以后还会
回到这个问题。我们会发现，问题不是这么简单。我们很快会看见其原因：
S U (2) 是一个李群，其存在元素之间的加法，而不仅仅是群乘；在离散群
Z2 中，我们仅仅有群乘操作，没有元素之间的加法。从量子力学的学习，我
们以讲看见，有加法的集合（量子态的集合）和没有加法的集合（经典态的
集合）有什么不一样。我们即将看见同样的这个不同在博弈问题上的表现：
头加法运算的量子策略集和没有加法运算的经典策略集会导致整个理论框
架的不同。
按照上面这个例子，我们写下来一般的量子客体上的博弈的操作性定

义。



14.2 量子客体上的操作和博弈 261

定义 14.5 量子博弈的操作性定义 Γop
(
ρ

q
0,U,

{
Pi

})
：有一个量子客体，其初始

状态是 ρ
q
0，其上的幺正算符空间记为U。博弈者 i可以选择任意的 U(i) ∈ U，

从而构成一个整体算符 L = U( j1) · · ·U( jN)。其中 ( j1, · · · , jN)是 (1, · · · ,N)的
一个全排列。然后这个算符 L作用到自旋的初态上去得到末态，ρq

f = Lρq
0L†。

最后，根据这个末态，我们决定博弈者 i 的收益，Ei = tr
(
Piρ

q
f

)
。

现在，我们来考虑抽象定义。

定义 14.6 密度矩阵形式的量子博弈的抽象定义 Γab
({
ρi
}
,
{
Hi

})
：博弈者 i 可

以选择 U 上的一个密度矩阵 ρi 来表示其策略，从而构成一个所有博弈者状
态的密度矩阵 ρ = ΠN

i=1 ⊗ ρi。然后，根据这个密度矩阵，博弈者 i 的收益由
下面的公式确定，

Ei = tr
(
ρHi

)
. (14.20)

为了保证这个抽象定义得到的收益和上面的操作性定义一致，我们要求 Hi

的元素满足，对于某一组给定的 U 的基矢
{∣∣∣U j

⟩}
⟨
U(1)

j1
, · · · ,U(N)

jN

∣∣∣∣ Hi
∣∣∣∣V(1)

j1
, · · · ,V(N)

jN

⟩
= tr

(
PiLUρ

q
0L†V

)
. (14.21)

其中 LU 是 L
(
U(1)

j1
· · ·U(N)

jN

)
的简化记号。注意到公式 (14.13)和公式 (14.21)

的不同就是前者只有对角项也就是左右都是 U 而后者具有左边是 U 右边
是 V 的非对角项。

这里，算符空间 U 的基矢
{∣∣∣U j

⟩}
是指把 U 看作一个矢量空间（加法数乘

很容易验证满足矢量空间的定义），并定义算符矢量——有的时候也被称作
超矢量——的内积为 ⟨A| B⟩ = tr

(
A†B

)
。我们很快会看到，这个时候，一般

情况下，无论是 ρ 还是 Hi 都会存在非零的非对角元，而且，当两者都在一
组自然基矢下变成对角的时候，量子博弈自然过渡到经典博弈。
下面，我们来证明两者给出的收益，无论在纯策略还是混合策略的情形

都是一致的。
首先，我们看到 Hi 在定义所用的基矢下面的对角元是对的——与操作

性定义给出的收益一致，也就是对于给定的一组 U(1)
j1
, · · · ,U(N)

jN
，这个时候

ρ =
∣∣∣∣U(1)

j1
, · · · ,U(N)

jN

⟩ ⟨
U(1)

j1
, · · · ,U(N)

jN

∣∣∣∣ , (14.22)

于是，

Ei = tr
(
ρHi

)
=

⟨
U(1)

j1
, · · · ,U(N)

jN

∣∣∣∣ H
∣∣∣∣U(1)

j1
, · · · ,U(N)

jN

⟩
= tr

(
PiLUρ

q
0L†U

)
(14.23)
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接着，我们来证明对于所有的纯策略 Hi 给出的收益与操作性定义一致。
为简单起见，我们假设仅仅第一个博弈者的策略是给定纯策略基矢的叠加，
其它博弈者还是采用给定的纯策略基矢，也就是，

|S ⟩ =
∑

j1

s1j1
∣∣∣∣U(1)

j1

⟩ ⊗ · · · ⊗ ∣∣∣∣U(N)
jN

⟩
. (14.24)

更一般的纯策略情况仅仅是这个特殊情况的简单扩展。于是，相应的密度矩
阵是，

ρ = |S ⟩ ⟨S | =
∑

j1,k1

s1j1 s1,∗k1

∣∣∣∣U(1)
j1

⟩ ⟨
U(1)

k1

∣∣∣∣ ⊗ · · · ⊗ ∣∣∣∣U(N)
jN

⟩ ⟨
U(N)

jN

∣∣∣∣ . (14.25)

代入到 Ei = tr (ρHi) 我们有，

Ei = ⟨S |H |S ⟩ =
∑
j1,k1

s1j1 s1,∗k1

⟨
U(1)

j1
· · ·U(N)

jN

∣∣∣∣ Hi
∣∣∣∣U(1)

k1
· · ·U(N)

jN

⟩
=

∑
j1,k1

s1j1 s1,∗k1
tr

(
PiL

(
U(1)

j1
· · ·U(N)

jN

)
ρ

q
0L

(
U(1)

k1
· · ·U(N)

jN

))
= tr

(
PiL (S ) ρq

0L (S )
)
. (14.26)

其中，最后一步，我们用到了 L 是一个线性映射这个性质，得到了操作性
定义的收益计算形式。

最后一步，我们来证明，对于混合策略，Ei = tr (ρHi) 给出的结果与操
作性定义还是一致的。为简单起见，我们假设这个混合策略仅仅是第一个博
弈者在采用，而且所用的混合策略就是已经选定的纯策略基矢下的混合策
略，也就是

ρ =
∑

j1

p1
j1

∣∣∣∣U(1)
j1

⟩
⊗ · · · ⊗

∣∣∣∣U(N)
jN

⟩ ⟨
U(1)

j1

∣∣∣∣ ⊗ · · · ⊗ ⟨
U(N)

jN

∣∣∣∣ . (14.27)

按照操作性定义，对于混合策略，我们有

Ei =
∑

j1

p1
j1

(
PiL

(
U(1)

j1
· · ·U(N)

jN

)
ρ

q
0L†

(
U(1)

j1
· · ·U(N)

jN

))
. (14.28)

这个正好是 Ei = tr (ρHi) 给出的结果。

到此，我们证明了量子博弈的操作性定义和密度矩阵形式的抽象定义
给出的收益是完全一致的。下一步的问题是讨论对于这样的博弈，均衡解是
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否存在，以及如何计算，是否能够用于解释实验的问题。在此，我们就不再
讨论了。为了更加直观地体现经典和量子博弈的异同，我们来看一个具体的
例子。

例 14.6 (两人翻自旋博弈的收益矩阵) ：Alice和 Bob同时控制一个自旋，其
纯策略集合是 S U (2)。Alice和 Bob还可以采用这个集合上的混合策略。以
I, σx, σy, σz 为基矢，也就是

u(i) = a(i)
I I + ia(i)

x σx + ia(i)
y σy + ia(i)

z σz, (14.29)

或者记为抽象纯策略矢量

∣∣∣u(i)
)
= a(i)

I |I) + ia(i)
x |σx) + ia(i)

y

∣∣∣σy) + ia(i)
z |σz) , (14.30)

或者记为 ∣∣∣u(i)
)
=

[
a(i)

I , ia
(i)
x , ia

(i)
y , ia(i)

z

]T
. (14.31)

其混合策略如下：

ρq,S =


ρ

q,1
ii ρ

q,1
ix ρ

q,1
iy ρ

q,1
iz

ρ
q,1
xi ρ

q,1
xx ρ

q,1
xy ρ

q,1
xz

ρ
q,1
yi ρ

q,1
yx ρ

q,1
yy ρ

q,1
yz

ρ
q,1
zi ρ

q,1
zx ρ

q,1
zy ρ

q,1
zz


⊗


ρ

q,2
ii ρ

q,2
ix ρ

q,2
iy ρ

q,2
iz

ρ
q,2
xi ρ

q,2
xx ρ

q,2
xy ρ

q,2
xz

ρ
q,2
yi ρ

q,2
yx ρ

q,2
yy ρ

q,2
yz

ρ
q,2
zi ρ

q,2
zx ρ

q,2
zy ρ

q,2
zz


. (14.32)

纯策略写成混合策略的方法和量子力学完全一致，也就是，

ρ = |u) (u| . (14.33)

其中，由于 u 是一个算符或者说超矢量而不是量子态矢量，我们用圆括号
的 Dirac 符号代替了尖括号的 Dirac 符号。于是，当这个混合策略就是表示
前面的纯策略的时候，

ρq,i =


a(i)

I

ia(i)
x

ia(i)
y

ia(i)
z


[
a(i)

I , ia
(i)
x , ia

(i)
y , ia(i)

z

]
. (14.34)
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其收益矩阵如下：

H(1) =



1 1 1 −i i 1 1 1

−1 i −1 −1 i i 1 −i

−i −1 −i −i −1 −1 i 1

1 1 1 −i i 1 1 1

−1 i −1 −1 i i 1 −i

1 1 1 −i i 1 1 1

i −i −i 1 −1 −i −i −i

−1 i −1 −1 i i 1 −i

−i −1 −i −i −1 −1 i 1

−i −i −i −1 1 −i −i −i

1 1 1 −i i 1 1 1

−i −1 −i −i −1 −1 i 1

1 1 1 −i i 1 1 1

1 −i 1 1 −i −i −1 i

i 1 i i 1 1 −i −1

1 1 1 −i i 1 1 1



,

并且 H(2) = −H(1)。如果要计算给定策略组合的收益，则

E(i) = tr
(
H(i)ρq,S

)
. (14.35)

我们看到了到处都有非对角元。

我们看到，从抽象定义的数学框架上，经典博弈是对角的密度矩阵和对
角的收益矩阵，而量子博弈是有非对角元的密度矩阵和有非对角元的收益
矩阵。我们不仅仅用一个可能非对角的矩阵来表示策略还用一个可能非对
角的矩阵来表示收益。这个是经典博弈所没有的，而且，这个差别，正好就
是经典概率论到量子力学的区别。因此，量子博弈和经典博弈的关系，正好
就是，量子力学之于经典力学的关系。我们还应该看到，经典博弈里面所谓
的操作，基本上可以用抽象的策略来代替，如何实现这些操作基本上不是
问题。然而，在量子博弈中，这些操作是通过对量子客体的实验操作来实现
的。例如，在自旋上，我们是通过控制自旋通过的磁场的方向和通过的时间
来实现的。这样的操作，属于幺正演化。我们还可以考虑更一般的操作，例
如对给定的自旋做一个测量，甚至广义测量，这个时候，我们的算符的集合
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可以是非幺正的，因此超过了 U。这个的更大的算符集合对理论上提出的
挑战是什么是一个有意思的问题，例如是否这样的策略还是能够由策略的
密度矩阵 ρ 所描述。在此，我们就不再讨论了。

14.3 经典和量子博弈的异同

在量子博弈刚提出来的时候，有一个有意思的例子展示了运用量子策
略的人可以在博弈中获得优势。这个博弈的例子大概是这样的 [61]：有一个
z 方向向上的自旋，博弈者 Alice 可以先对这个自旋做一个操作，然后博弈
者 Bob 再对这个自旋做一个操作，接着 Alice 还有一次操作这个自旋的机
会。三次操作完成以后，按照这个自旋的状态来决定两个博弈者的收益。例
如，如果最后还是 z 方向向上，则 Alice 赢。在这个具体的例子中，如果
Alice 和 Bob 都不懂量子力学，那么，他们就只能够把自旋看作硬币，在翻
转（X）和不翻转（I）两个操作中选择。于是，我们会发现，Alice和 Bob没
有什么好方法保证赢的次数更多。但是，如果 Alice 懂得量子力学，而 Bob
不懂，那么，Alice 可以通过运用可逆算符 S = I+iX√

2
的方式来让 Bob 的选

择不发挥作用——经过这个算符 S 作用之后，Bob 无论选择翻转还是不翻
转都不改变自旋的状态——然后再一次使用 S † 算符来保证获胜。

这个博弈的例子在推动量子博弈的发展上发挥了重大的作用：你看，懂
得量子力学的博弈者确实可以赢得更多。但是，我们随后就发现，这个是因
为一件非常自然的事情：量子博弈者的策略选择空间变大了，于是，自然有
可能，可以赢得更多。也就是说，量子博弈的创新之处不在博弈上，而在量
子上。整个博弈的数学描述没有任何变化，仅仅是策略空间变大了。

由于这个观察，博弈的研究者们开始大力批评量子博弈的研究——你
们只不过使得策略空间变大了，变成连续的策略了。但是，在经典博弈中，
我们也可以采用连续策略呀，例如价格的选择，于是，量子博弈仅仅是量子
系统上的经典博弈，而不是真正的数学结构不同的量子博弈——就好像从
经典力学的密度分布函数到达量子力学的密度矩阵这样的数学形式的不同。

后来，大量的量子博弈的研究，确实仅仅在更大的而且连续的策略空间
这个方面取得了很多进展。甚至有人采用这个连续得策略空间上的概率分
布函数来描述量子混合策略，并且开展实验 [62]。

一直到我们自己的研究工作指出来，其实，由于量子博弈的策略构成李
群——李群是连续群并且除了乘法还有加法和微分运算，实际上，我们的
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“量子混合策略”的描述需要从更大的连续的策略空间上的对角的概率分布
函数变成李群的基矢上的可以有非对角元的密度矩阵。这样，量子博弈和经
典博弈之间的关系就好像是量子力学和经典力学之间的关系。这个方向的
工作，还有待于进一步展开。

14.4 作业

习题 14.1 考虑如下的博弈：如果 Alice 和 Bob 各自都拿着一个硬币，初始
两个硬币都向上，然后两人选择操作——包含翻转和不翻转自己的硬币——
而得到末状态。按照硬币的末状态来决定收益：如果两个硬币的末状态一
样，则 Alice 获得 1 元否则输掉 1 元（反过来，如果硬币状态不一样则 Bob
赢得 1 元）。写出这个具体和博弈的抽象定义。

习题 14.2 考虑如下的博弈：如果 Alice 和 Bob 各自都拿着一个自旋，初始
两个自旋都 z 方向向上，然后两人选择操作——包含转动自己的自旋——
而得到末状态。按照自旋的末状态来决定收益：测量两个硬币的 z 方向，如
果两个硬币的末状态一样，则 Alice 获得 1 元否则输掉 1 元（反过来，如果
硬币状态不一样则 Bob 赢得 1 元）。写出这个具体和博弈的抽象定义。

习题 14.3 考虑如下的博弈：如果 Alice 和 Bob 各自都拿着一个自旋，初始
两个自旋处于纠缠态 |Φ−⟩ ⟨Φ−|，然后两人选择操作——包含转动自己的自
旋——而得到末状态。按照自旋的末状态来决定收益：测量两个硬币的 z 方
向，如果两个硬币的末状态一样，则 Alice获得 1元否则输掉 1元（反过来，
如果硬币状态不一样则 Bob 赢得 1 元）。写出这个具体和博弈的抽象定义。

14.5 本章小结

在这一章里面，我们介绍了经典博弈，然后把经典博弈看成是经典客体
上的博弈。于是，自然，我们就可以问量子客体上的博弈是什么。接着，我
们把这个量子客体上的博弈改造成由抽象策略和抽象策略空间的语言描述
的博弈。我们发现，这个正好就是把经典博弈的概率分布函数的数学框架，
变成了密度矩阵的数学框架。这个经典博弈和量子博弈之间的关系，正好就
是经典力学和量子力学之间的关系。以此，我们也突破了博弈学者对量子博
弈研究的批评——我们真的有数学结构上的不同，而不仅仅是策略空间变
大了，连续了。
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一般而言，数学结构上的突破总会带来新的结果上的突破。
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结束语

整本书到此结束。本书在内容选择甚至具体内容的展开上都和大多数
书不太一样。希望这个企图做到不一样的努力能够对于学习者的学习和理
解有点效果（make a difference）。
内容上贯穿全书的是从各个方面阐述量子的行为和理论和经典的行为

和理论的差异。思想上贯穿全书的是什么是科学（批判性思维、科学和实验
的关系、科学和数学的关系、科学对简单性和统一性的追求）。学习方法上
贯穿本书的是一定要做理解型学习（对所学的内容 make sense，系联性思
考）并且主要依靠自学，老师的作用仅仅是提点一下整体思路整体方向感以
及提点一下少数难点。在这几个方面，量子力学都是好素材：通过学习量子
力学，我们有可能在内容上、思想上、学习方法上，甚至好奇心学习态度上，
都有所得。希望本书多多少少完成了这个任务。
谢谢你作为学习者付出的时间和努力，希望你喜欢这个深入思考的过

程。
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B | D | E | F | G | H | J | K | L | N | P | S | T | W | Y | Z

B

Bell 不等式 Bell’s Inequality. 64, 74, 222–226, 231, 232
CHSH 不等式CHSH Inequality. 224, 225

D

DelftU Delft University of Technology（Delft 科学技术
大学）. 225

Dirac δ 函数 Dirac δ function. 57, 188
Dirac 符号 Dirac 发明的用于表示矢量、对偶矢量和算符的

符号. 84

E

Einstein 定域性 Einstein Locality. 221, 228–230

F

反射 光在两种介质的界面处发生方向的改变，回到与
入射光相同的介质中的行为。但是，在本书中，
我们不太严格地使用“透射”和“反射”这一组
词：有的时候，我们把从另一个方向出来的光叫
做“反射光”，同时从这个仪器一个方向出来的
光叫做“透射光”，而不去管背后的物理过程到
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底是否就是狭义上的反射和透射。用这样的不太
严格的术语，我们统一来描述偏振片、半反半透
镜、偏振分束器等光学仪器. 25, 36

G

概率叠加原理 互斥事件的和的概率是各自概率的和. 31, 114
概念地图 Concept Mapping/Concept Map. 45
干涉 合起来的波的强度不等于这个波的每一部分的强

度之和的现象. 22, 24
光电效益 Photoelectric effect. 40
光子分束器 把光子分开成不同出射口出射的仪器，通常通过

反射和透射来实现. 35

H

Hadamard 变换 有的时候指 Hadamard 变换，有的时候指实现
Hadamard 变换的量子逻辑门. 183, 212

黑体辐射 Black-body radiation. 40

J

简单性 Simplicity. 49
介质波 介质点的振动形成的波，传播的是波形而不是介

质点. 23
经典力学 Classical Mechanics. 21, 30

经典波动力学 以把 Newton 定律用于连续介
质得到的波动方程为基础的力学. 21,
22, 27, 43

经典概率论 经典粒子的力学可以写成New-
ton 方程的确定性形式，也可以运用
经典概率论写成相空间中的随机分布
函数的 Liouville 方程。因此，在这里
我们把经典概率论描述的力学看作经
典力学的子概念. 105



名词索引 279

经典粒子理论 把 Newton 定律用于质点的力
学，可以表现为确定的形式或者随机
分布函数的形式. 26, 43

Newton 第二定律 F⃗ = ma⃗. 124–127
Newton 力学 经典力学的 Newton方程形式.

21, 124, 129

K

可证伪性 指一个理论或者猜想，其本身能够通过实验来检
验是否正确. 49

Kronecker δ 记号 Kronecker δ notation. 57, 87, 101

L

Legendre 变换 自变量、函数值、函数形式都变化，维持运动方
程不变. 132

N

Nash 定理 Nash Theorem. 255
Nash 均衡 Nash Equilibrium. 255

P

偏振 Polarization. 25
偏振分束器 按照光子偏振方向的不同来把光子按照不同的出

射口分开的仪器. 35
Planck 常数 Planck Constant. 40, 154

S

三道门实验 Three-Gate experiment. 27
Dirac 的光过三块偏振片Light pass through three po-

larized beam splitter. 25
绳子上的波过三个缝String wave pass through three

gates. 28
双缝实验 Double-slit experiment. 21
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水波的双缝实验 Water wave double-slit exper-
iment. 21

子弹的双缝实验 Bullet double-slit experiment.
21, 30

Stern-Gerlach 实验 Stern-Gerlach experiment. 38
Stern-Gerlach 装置 Stern-Gerlach apparatuses. 38, 39

T

透射 通常指光从一种介质穿另外一种介质又回到第一
种介质的行为——这种情况背后的物理过程可能
是两次折射。但是，在本书中，我们不太严格地使
用“透射”和“反射”这一组词：有的时候，我们
把光穿过一个仪器的过程都叫做透射；有的时候，
我们把从这个仪器一个方向出来的光叫做“透射
光”，同时从另一个方向出来的光叫做“反射光”，
而不去管背后的物理过程到底是否就是狭义上的
反射和透射。用这样的不太严格的术语，我们统
一来描述偏振片、半反半透镜、偏振分束器等光
学仪器. 25, 36

W

WHWM 理解型学习、阅读和写作过程中要问的四个重要
问题：表达什么（What），怎么表达（How），为
什么表达、这个为什么这样表达（Why），对读者
有什么意义（Meaningful）. 14, 45

物质波 不通过介质传播而是物质自身在传播的波. 23

Y

隐变量理论 Hidden Variable Theory. 60, 63, 220

Z

矢量叠加原理 量子状态的和满足矢量加法，因此违反概率叠加.
159
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