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引论：什么是数学模型和数学建模
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科学家，尤其是物理学家，其主要目的就是给实际的世界提供一个可计
算的可证伪的1理想模型，通过对这个理想模型做计算，人们能够得到实际
世界的行为。

1一个理论其所推导出来的结果原则上可以被实验和实践证明是错的，但是迄今为止，还没有被证明是
错的就叫做可证伪的但是尚未被证伪的理论。更加深入的讨论见 [1]
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第一章 经典力学和微积分

在这一章里，我们看看，微积分是在什么样的背景下提出来的，是为了
描述和解决什么问题的。当然，微积分的完善是纯数学基础数学的研究问
题，但是，它的提出其实是一个数学建模，至少从 Newton 的角度。

1.1 作业

习题 1.1 阅读Bender的《数学模型引论》[? ]

1.2 本章小结

15



16 第一章 经典力学和微积分



第二章 量子力学和矢量代数

在这一章里，我们看看量子系统为什么用 Hilbert 空间的矢量和算符来
描述。在这个问题上，数学走在了物理学的前面。有的时候，物理学的现象
和概念使得数学的概念得到提出和发展。有的时候，数学的概念在物理学里
面得以发挥作用。

2.1 典型经典随机现象和经典随机描述

2.2 典型量子现象

实验 2.1 (相机镜头上的贴膜形成的光的干涉现象) ：镜头上的贴膜就是让光
尽可能多地通过镜头之前的膜而不是被这个膜反射太多 [2]，然后，也降低
在膜和镜头——可以是玻璃或者塑胶——之间的反射。现在，我们来关心前
半部分——如图 2.1 所示的光过膜的两个界面——的过程。为了简单起见，
我们用 Feynman 在《QED: The Strange Theory of Light and Matter》[3]
中的光过玻璃的例子——把光过贴膜改成光过玻璃。概念上两者没有区别。

实验 2.2 (Dirac 的光过三块偏振片) ：找三块完全相同的偏振片来做如图
2.2 所示的三个实验。先拿其中的两块做实验 A：一手拿一块偏振片，把两
块偏振片完全平行地放在面前，透过镜片看物体。观察是否能够看到东西，
还是基本不能透光？再拿这两块做实验 B：一手拿一块偏振片，把两块偏振
片垂直地放在面前，透过镜片看物体。观察是否能够看到东西，还是基本不
能透光？接着取出第三块镜片，做实验 C：把第三块镜片以某个角度——与
之前的镜片都不平行——插入到实验 B 的两块之间（这时候你可能需要别
人帮忙）。观察是否能够看到东西，还是基本不能透光？
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1 r = 4%

t =?

r = 4%

图 2.1: 光子经过一块玻璃，可以在玻璃的两个界面上发生反射和透射。那
么从第一个界面出来的光就可能是第一次反射形成的，也可能是第一个界
面和第二个界面反射并且在第一个界面透射以后形成的。这样互斥事件形
成的光能够相互抵消吗？如果不能，我们给相机镜头镀膜——这里把膜看作
新的一层玻璃——干什么？

0o
0o 90o

(a)
(b)

0o 90o

(c)

45o

0o 0o

图 2.2: （a）. 光过两块平行偏振片（透过）。（b）. 光两块垂直偏振片（挡
住）。（c）. 光过三块偏振片——最前最后两块相互垂直，中间的偏振片处于
前后两者之间的某一角度（透过）。
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图 2.3: 这个偏振片专门是开发了做教具的，非常便宜。

实验结果是：A 通过两个平行镜片看物体，基本上没变（光的强度有变
化，但是能够清楚地看到镜片之后的物体）；B通过两个垂直镜片看物体，基
本上看不到镜片之后的物体；C 增加一个镜片以后，之前不能看到的镜片之
后的物体又能够看到了。

这个（将来我们会看到的）量子效应如此显著的实验，竟然是可以在家
里做的，只要购买三个偏振片，例如偏振墨镜或者如图 2.3 的教具。

实验 2.3 (光子 which-way 实验) ：如图 2.4 所示，一个光子经过第一面内
部方向为 450（见图中所示的坐标系）偏振分束器之后，只允许透射光过去，
反射光被完全挡住。然后这个光子继续经过一个 00 的偏振分束器。经过这
个分束器的光子可能走两条路径。不管走哪一条，它都会被反射会到同一个
位置（右下角），然后被引入到第三个内部方向为 450 偏振分束器。问：分
束器之后的探测器 DT 和 DR 上都会有接收到光子的可能吗？

这个实验的结果1是只有 DT 上有光子到达。

1实际的实验在最后一步探测的不是“哪一个方向上有粒子”，而是探测是否两个路径上过来的粒子“是
否会出现干涉条纹”[4]。如果有干涉条纹则表示路径信息消失了，就不能问“粒子到底从哪一条路上过来”
了。
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图 2.4: 光子 which-way 实验装置示意图。其中最后一步把两个不同路径来
的光又合起来然后进入偏振分束器在实验中需要一个额外的仪器来完成。在
这个示意图里面我们只需了解能够做到这样的合起来就可以了。注意偏振
分束器的内部方向和图中的仪器的摆放方向不是一个东西。

图 2.5: 来自于Stern和Gerlach的自旋Stern-Gerlach装置示意图。图片来自于
Wikipedia 页面https://en.wikipedia.org/wiki/Stern-Gerlach_experiment。

https://en.wikipedia.org/wiki/Stern-Gerlach_experiment
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~z axis
~z axisSource

S −G S −G
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图 2.6: 自旋经过一个 Stern-Gerlach 装置——其内部就是一个磁场——之
后挡住向下的输出，这样从装置出来的状态就是第一个装置的向上方向。接
着让这个输出的自旋再一次经过同样方向的装置——得到仅有一个向上的
输出结果。

2.3 量子现象的数学描述

为什么要有矢量加法，为什么要有非对易算符
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第三章 毛皮贸易及其背后的捕食
者－被捕食者模型
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第四章 第一部分总结：什么是数
学模型和数学建模
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第二部分

数学建模的典型思维方式
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第五章 假设的提出修改和精炼

抓住主要矛盾，简化，冲着某个目标，不断地挑战和修订假设，不断地
思考计算的意义和条件
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第六章 数学基础和学习的问题

画画，先学会技巧，还是先学会表达，能一起学吗？写作，先有思想，
还是现有先做技巧，能一起有吗？
学习数学，需要回到概念和计算提出来的场景下。
数学就是需要的时候，我去创造它。如果已经被创造，那就算别人的，

我就用好它。
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第七章 系统图示法

一切在于联系，内部、外界
量纲分析：确定有哪些因素的意义
系统科学
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第八章 第二部分总结：大概如何
数学建模
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第三部分

数学建模赏析和练习
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第九章 连续状态动力学过程的建
模的几个例子

动力学方程的思想——状态、状态演化和技术——微分方程模型
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40 第九章 连续状态动力学过程的建模的几个例子



第十章 离散状态动力学过程的建
模的几个例子

Markov 过程
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第十一章 粗糙的数学问题集以及
少量提示

关键在于尝试、练习和指导
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第十二章 第三部分总结：再一次
问如何数学建模
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结束语

整本书到此结束。本书在内容选择甚至具体内容的展开上都和大多数
书不太一样。希望这个企图做到不一样的努力能够对于学习者的学习和理
解有点效果（make a difference）。
内容上贯穿全书的是从什么是数学模型什么是数学建模——为现实世

界找到忠实或者近似忠实的数学表示。
谢谢你作为学习者付出的时间和努力，希望你喜欢这个深入思考的过

程。
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名词索引

S

S

三道门实验 Three-Gate experiment.
Dirac 的光过三块偏振片 Light pass through three

polarized beam splitter. 17
Stern-Gerlach 装置 Stern-Gerlach apparatuses. 20
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